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1 Inleiding

De rij van Fibonacci is een van de bekendste wiskundige rijen. Begin met een
0 en een 1, en maak elk volgende getal de som van zijn twee voorgangers. Dan
begint de rij als:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

In dit onderzoek koppelen we deze rij aan een minder bekend wiskundig feno-
meen: Z, de verzameling van pro-eindige getallen [1]. Onder een bepaalde
metriek vormt deze verzameling een completering van Z. In het eerste hoofdstuk
zal deze verzameling preciezer gedefinieerd worden, en zullen enkele topologische
eigenschappen bewezen worden. Ook zal de volgende stelling bewezen worden:

Stelling 2.13. Een functie f : Z — Z heeft een continue voortzetting f 7= 7,
dan en slechts dan als f periodiek is modulo elk geheel getal m, ongelijk aan 0.

In het tweede hoofdstuk zal dieper worden ingegaan op lineaire recurrenties,
rijen waarvoor vanaf een zekere index geldt dat elk element een vaste lineaire
combinatie van een eindig aantal voorgangers is. De hoofdvraag is of deze rijen
een continue voortzetting tot 7 hebben. Dit zal leiden tot de volgende stelling:

Stelling 3.12. Zij (a,)3%, € Z%>° een eenzijdige lineaire recurrentie, en
a: Z%>0 — Z,n — a, de bijbehorende afbeelding. Dan geldt: a heeft een
continue voortzetting tot Z, dan en slechts dan als de rij een voortzetting heeft
tot een lineaire recurrentie (a,)nez € Z%.

Het zal blijken dat het bestaan van voortzettingen naar 7. sterk samenhangt
met de periodiciteit van afbeeldingen of rijen, modulo gehele getallen ongelijk
aan 0. In het laatste hoofdstuk zal het gedrag van de Fibonacci-rij bestudeerd
worden, en zal voor m € Z>1 een bovengrens voor de minimale periode modulo
m bepaald worden.

2 Pro-eindige getallen

Om pro-eindige getallen te introduceren is het belangrijk om op te merken dat
elk geheel getal a uniek afhangt van zijn restklassen:

(a mod 1,a mod 2,a mod 3,...) € H Z]mZ.
m=1

Immers, als twee getallen corresponderen met dezelfde representatie, dan corres-
pondeert hun verschil met (0,0,0,...), en het enige getal dat restklasse 0 heeft
modulo elk positief getal is 0 zelf. Ook geldt dat voor elke n,n’ € {1,2,...}
met n’|n, de restklassen ‘kloppen’, in de zin dat geldt:

((a mod n) mod n’) = (a mod n').

Het is niet moeilijk om een representatie op te schrijven die wel voldoet aan
al deze modulo-eisen, maar niet correspondeert met een element uit Z. Laat



deze representatie bijvoorbeeld restklasse 0 hebben modulo elk oneven getal,
maar restklasse 1 modulo machten van 2. Dan begint de representatie als volgt:
(0,1,0,1,0,3,0,1,0,5,...). Deze representatie voldoet per constructie aan de
modulo-eisen, maar correspondeert niet met een geheel getal: Het enige gehele
getal dat een veelvoud is van alle oneven priemmachten is 0, maar 0 heeft
niet restklasse (1 mod 2). Dit geeft aanleiding tot de definitie van pro-eindige
getallen.

Definitie 2.1. De verzameling van pro-eindige getallen is:

7 = {a (a1,a0,...) € H Z/mZ :Nn,n' € Z>y1 :n'|n = a, = a,y mod n'}.

m=1

Als product van ringen is [[~_; Z/mZ zelf ook een ring. De bewerkingen zijn
codrdinaatsgewijze optelling en vermenigvuldiging. Het nul-element is (0,0,...)
en het eenheidselement is (1,1,...). Het is eenvoudig te controleren dat 0,1 € Z,
en dat voor z,y € Z geldt dat x + y,zy, —x € Z, en dus is Z een deelring van
deze productring. Ook is duidelijk dat we Z als deelring kunnen inbedden in 7
via de afbeelding ¢ : Z < Z,a — (¢ mod 1,a mod 2,...).

We definiéren de volgende afbeelding op Z:
d:Zx7Z— Rsog,

(a,b) > 0 , alsa =0,
’ 1/min{n € Z>1 : @ # b mod n} , anders.

Het is eenvoudig te controleren dat dit een metriek is op Z. Deze metriek zegt
dat elementen a,b € Z dicht bij elkaar liggen als de eerste n € Z>; waarvoor ze
niet overeenkomen modulo n, groot is. Onder deze metriek is 7 de completering
van Z. De notatie van elementen van Z in de vorm van rijtjes is handig omdat
dit het uitvoeren van de operaties gemakkelijk maakt, maar het is natuurlijker
om erover na te denken als getallen die niet op te schrijven zijn, maar wel uniek
te herkennen zijn aan hun gedrag modulo de gehele getallen.

2.1 Topologie op Z

We definiéren een topologie op 7 als volgt: Geef elke Z/mZ de discrete topologie.
Op 15—, Z/mZ leggen we de bijbehorende producttopologie. Vervolgens krijgt
Z als deelverzameling van [[°_, Z/mZ de geinduceerde topologie.

Voor een product van topologische ruimten {X;};c; geldt dat een basis voor
de producttopologie wordt gegeven door deelverzamelingen van de vorm:

v=]]v
il
waarbij V; C X; open is, en V; # X; voor slechts eindig veel i. Hiermee kunnen

we de open verzamelingen van Z als volgt karakteriseren:

Feit 2.2. Een verzameling U C 7 is open, dan en slechts dan als er voor elke
x €U een N € Z>q bestaat zodat {y € Z:yy =y} CU.



Bewijs. Voor de implicatie van links naar rechts, laat U in 7 open. Dan geldt
dat U = U’ NZ voor een zekere open U’ C [[>°_, Z/mZ. Deze U’ is per
definitie een vereniging van verzamelingen van de vorm V = [[°_, U,, met
Uy, CZ/mZ en U, # Z/mZ voor slechts eindig veel m. Laat nu z € U. Dan
geldt © € V voor een zekere V' van bovenstaande vorm, en dan {x,,} C Uy, voor
alle m. Laat nu J de indexverzameling zijn van alle m waarvoor U,, # Z/mZ.
Laat N :=kgv{m :m € J},en W := {y € Z : yy = xn}. Als nu geldt dat
z € W,dan z = x,, mod m voor alle m € J, dus geldt dat z € U’, zodat z € U.

Voor de andere implicatie, stel dat er voor elke x € U een N, € Z>; bestaat
zodanig dat V, := {y € Z : yn, = xn,} C U. Dan, omdat = € V, voor elke
z e U, geldt:

U= UV = U ({y€ ﬁZ/mZ:yNz—me}ﬁZ>

zeU zeU m=1

Per definitie is {y €[ _1Z/mZ : yn, = zn,} open in [[°_, Z/mZ, dus is
elke V, open in Z. Dan is U de vereniging van open verzamelingen, dus zelf ook
open. O

Feit 2.3. De topologische ruimte 7 is compact en Hausdorff.

Bewijs. De verzamelingen Z/mZ zijn discreet, dus Hausdorff. Het product van
Hausdorff-ruimtes is ook Hausdorff, dus [[°_, Z/mZ is dit ook. Een deelruimte

van een Hausdorff-ruimte is ook Hausdorff, dus Z ook.

De verzamelingen Z/mZ zijn eindig, dus compact. De stelling van Tychonoff
zegt dat het product van compacte ruimtes ook compact is, dus is [[~_, Z/mZ
compact. We moeten nu laten zien dat Z C [Io_ Z/mZ gesloten is, zodat yA
als gesloten deelverzameling van een compacte ruimte zelf ook compact is.

Om te laten zien dat Z gesloten is, laten we zien dat het complement, ZC open
is. Laat 2 € Z°. Dan zijn er per definitie n,n’ € Z>; zodanig dat a, 75 Qn/
mod n/, dus geldt dat © € V := {y € [[*_Z/mZ : yp = Ty N Yps = Tps}.
Deze verzameling is open in [[>_, Z/mZ. Voor elke y € V geldt dat y,, # yy
mod n’, dus geldt dat y & 7, zodat V C ZC. Hieruit volgt dat 7C open is, dus
is Z gesloten. We concluderen dat 7. compact is. O

Feit 2.4. Voor elke d € Z ligt Z>4 dicht in Z.

Bewijs. Laat d € Z gegeven, en laat =z € 7 en U een open omgeving van x.
Omdat U open is, is er een N € Z>q zodanig dat {y € 7 - yn =xzny} CU. Eris
eeny €{0,..., N} CZmet y=x mod N, dus UNZ # (). Geldt nu dat y < d,
dan kunnen we een veelvoud van N bij y optellen, om een element uit U N Z>g4
te verkrijgen. Hieruit volgt dat Z>q dicht ligt in 7 voor elke d € Z. O

2.2 Een verband met de p-adische getallen

Er is een natuurlijke manier om 7 in verband te brengen met de p-adische
getallen. Hiervoor hebben we eerst een aantal begrippen nodig.



Definitie 2.5. Een topologische ring R is een ring met een topologie zodanig
dat de volgende afbeeldingen continu zijn:

e RxR— R (z,y)—z+y
e RXR— R, (z,y) — ay

e R Rzxr— —x

Een isomorfisme van topologische ringen is een afbeelding tussen topologische
ringen die zowel een ringisomorfisme als een homeomorfisme is.

Het is eenvoudig te controleren dat 7 met de gegeven topologie een topologische
ring vormt.

Laat nu P de verzameling van priemgetallen in Z> zijn.

Definitie 2.6. Voor p € P is de ring der p-adische getallen:

(oo}
Ly = {(al,ap,aI,Q,...) € H Z/p"Z NN € L>y : Gpnt1 = apn mod p"}.

m=0

Als we, analoog aan Z, ringoperaties en een topologie op Z, definiéren, blijkt
dat Z, ook een topologische ring vormt. Met hetzelfde argument als bij Z volgt
dat Z, ook Hausdorff is.

Stelling 2.7. De volgende afbeelding is een isomorfisme van topologische ringen:

¢:2— ]z,

peP

((11, ag, ... ) = ((ap"")f::O)peP .

Bewijs. Het is duidelijk dat ¢(0) = 0, en dat ¢(1) = 1. Omdat voor elke
priemmacht p™, en alle a,b € Z geldt dat (a + b)pm = apm + bym en dat
(ab)pm = apmbym, volgt direct dat ¢ een ringhomomorfisme is.

Laat nu = € ker ¢. Dan geldt dat © = 0 mod p™ voor elke priemmacht p™, dus
x is een veelvoud van elke priemmacht. Wegens de Chinese Reststelling geldt
dan dat =0 mod n voor elke n € Z, dus volgt dat z = (0,0, ...) = 0. Hieruit
volgt dat ¢ injectief is.

Laat nu ((ypm)fnozo)p673 € [L,ep Zp- Voor surjectiviteit moeten we een z € Z
construeren met ¢(x) =y. Laat zpm = ypm voor elke priemmacht p™. Laat nu
n € Z>1 gegeven. Dit getal heeft een unieke priemfactorisatie n = HpeP phr
met k, = 0 voor bijna alle p € P. De Chinese Reststelling zegt nu dat:

z/mz =[] z/p* 2.
peEP

Omdat de restklassen van & modulo priemmachten bekend zijn, ligt hiermee
ook de restklasse modulo n vast voor alle n € Z>;. We moeten nog laten
zien dat de verkregen x een element van 7 is. Stel dat dit niet het geval is.
Dan zijn er n,n’ € Z>1 met n'|n zodanig dat a,, # a,, mod n’. Dan moet er



een priemmacht p™ zijn met p™|n’, zodanig dat a, # a,» mod p™. Maar per
constructie geldt dat a,, = ap,» mod p™ en a, = apm mod p™. Dit geeft een
tegenspraak, en dus volgt dat = € Z. Dus is ¢ surjectief. We moeten nog laten
zien dat ¢ een homeomorfisme is.

Voor topologische ruimten Y, (X;);er zegt de universele eigenschap dat een
afbeelding f : Y — J[,c; X; continu is, dan en slechts dan als de samenstelling
van f met elk van de projecties 7 : (Hiel Xi) — X, continu is. Ook geldt
voor topologische ruimten A, B,C met B C C: Als B de deelruimtetopologie
van C krijgt, dan is een afbeelding g : A — B continu, dan en slechts dan als
de samenstelling van g met de inbedding ¢ : B — C' continu is.

Laat nul € P, en m € Z>o. We noteren ¢; voor p;o¢ en ¢y ,, VOOr T, 010 p;0 .
Hier zijn p; en 7, de projectie-afbeeldingen. We beschouwen het volgende
diagram:

. ¢
Z HpeP L
& pL
i’ Zy — s [, Z)I™Z.
l,m

Tm

Z/I™Z
Diagram 1: Een commutatief diagram

We weten nu dat ¢ continu is, dan en slechts dan als ¢; continu is voor elke
l € P, en dat ¢; continu is, dan en slechts dan als i o ¢; continu is. De afbeelding
i 0 ¢ is een afbeelding naar een product van topologische ruimten, dus deze is
continu, dan en slechts dan als p,, 07 0 ¢; = ¢, continu is voor elke m € Zx.
De atbeelding ¢;,, is de projectie 7 — Z/1™Z,(a1,a2,...) — am, en de
topologie op 7 is zodanig gedefinieerd dat deze projectie continu is voor elke
l € P,m € Z>o. Er volgt dat ¢ continu is. De afbeelding ¢ is nu een continue
bijectie van een compacte ruimte naar een Hausdorff-ruimte, en is dus een
homeomorfisme. ]

Stelling 2.7 zegt dat een element = € Z uniek bepaald wordt door zijn gedrag
modulo priemmachten, en deze stelling is hiermee het analogon van de Chinese
Reststelling.

Opmerking 2.8. We kunnen nu de kardinaliteit van 7 bepalen. We noteren
2% voor de kardinaliteit van de R. We weten: #Z < #[[-_, Z/mZ = 2%°.

Wegens Stelling 2.7 geldt nu dat #7 = # 1 erZp > #{0,1}7 = 2%, We



concluderen dat de kardinaliteit van 7 gelijk is aan die van R. Hiermee hebben
we opnieuw bewezen dat Z C Z, dus dat Z een strikte deelverzameling van Z is.

Opmerking 2.9. Er geldt dat Z\{0} geen nuldelers bevat in Z: Stel dat er
a € Z\{0} en b € Z bestaan met ab = 0. Wegens Stelling 2.7 geldt dan dat
0= ¢(0) = ¢(ab) = ¢(a)d(b), en dus zijn ¢(a), ¢(b) nuldelers in [[ p Z,. Dan
moet gelden dat ab = 0 mod p* voor elke p € P en elke k € Z>. Omdat
a € Z\{0} geldt voor elke p € P dat a slechts eindig veel factoren p bevat. Dit
betekent dat moet gelden dat ¢(b) =0 mod p* voor elke p € P,k € Z>o. Maar
dan geldt dat ¢(b) =0, en dus dat b = 0.

2.3 Convergentie en continuiteit in Z

Nu we weten hoe de topologie op 7 eruit ziet, kunnen we criteria geven voor de
convergentie van rijtjes in Z. Ook wordt duidelijk welke functies f : Z — Z een
continue voortzetting f : Z — Z hebben.

o0

Stelling 2.10. Een rij (a(’“))kzo
voor elke n € Z>; de rij (a%k))k o C Z/nZ uiteindelijk constant is.

cZ convergeert in Z, dan en slechts dan als

Bewijs. Eenrij al®) convergeert naar a in Z, dan en slechts dan als voor elke open
omgeving U van a geldt dat a*) € U voor bijna alle k. We weten dat er voor elke
open omgeving U van a een N € Zs; is zodat Vi := {y € Z : yy = an} bevat
is in U. Ook weten we dat de verzamelingen Vi open zijn. De convergentie
van a®) is dus equivalent met: Voor alle N > 1 bevat Viy bijna alle a(*), en dit

oo
betekent precies dat (aﬁf)) uiteindelijk constant wordt voor elke n > 1. [
k=0

Voorbeeld 2.11. Derij (k!)72, C Z convergeert in Z naar 0.

Voorbeeld 2.12. Kies b € Z>g. Laat a® = b en a® D = 20" yoor k > 1.
Dan convergeert (a(k))zozo in Z.

Bewijs. Wegens Stelling 2.10 is het voldoende om te laten zien dat (a(k))gi
uiteindelijk constant is modulo n voor alle n € Zx.

Voor n = 1 is dit triviaal, en voor n = 2 is het ook duidelijk waar, omdat a(*)
even is voor alle k > 2.

We gebruiken inductie naar n. Zijn € Z>3 willekeurig gegeven. We onderscheiden
de volgende gevallen:

e n = 2™ voor zekere m > 2. Omdat (a(k'));io

is, bestaat er een kg € Z>o zodanig dat a® > m voor alle k > ky. Dan
geldt dat n\a(’”‘l) voor alle k > kg, en dus is de rij (aﬁ{“))

constant.

een strikt stijgende rij in Z

uiteindelijk
=0

e Stel nu dat n oneven is. Dan geldt duidelijk dat n en 2 copriem zijn, dus uit
de Kleine Stelling van Fermat volgt: 2" =1 mod n. Omdat ¢(n) < n
is er een ko € Z>; zodat a® = a**Y mod ¢(n) voor alle k > ky. Dan
volgt dat a*t1) = a(*+2) mod n voor k > kg, dus is (a(k))zozo uiteindelijk
constant modulo n.



e 1 is een product van 2™ voor zekere m € Z>; en een oneven getal n'.

Dan volgt uit de inductieveronderstelling dat (a(k)) uiteindelijk constant
is modulo 2™ en modulo n’. Wegens de Chinese Reststelling is de rij dan
ook uiteindelijk constant modulo n.

Hieruit volgt voor elke n > 1 dat de rij uiteindelijk constant is modulo n, en
dus convergeert de rij in Z. O

Stel nu dat een afbeelding f : Z — Z gegeven is, en dat we een continue

voortzetting f : Z — Z willen construeren. Dan is duidelijk wat we moeten
S - o0

doen. Omdat Z dicht ligt in Z, moeten we voor elke a € Z een rij (a(k))kzo CZ

maken met lim a®) = a, en dan definiéren we f(a) = lim f (a(k)). Het enige
k—o0 k—o0

probleem is dat klim f (a™®) in het algemeen niet hoeft te bestaan. De volgende
c—> OO0

stelling zegt ons welke functies continu kunnen worden voortgezet naar Z.

Stelling 2.13. Als f : Z — Z een afbeelding is, dan zijn equivalent:

1. Er bestaat een continue afbeelding f : 7 — 7 met f lz = f.

2. Voor alle m € Z>; bestaat er een l,,, € Z>1, zodanig dat voor alle n,n’ € Z
geldt: Als n=n’ mod I, dan f(n) = f(n') mod m.

Bewijs. Stel dat er een continue uitbreiding f : 7 — 7 bestaat. Laat dan m > 0
gegeven, en laat © € Z. Definieer de open verzameling:

Up:={yeZ:y= f(x) modm}.

Wegens de continuiteit geldt dat f~1(U,) ook open is, dus is er een N(z) € Z
zodanig dat V, := {2 € Z: 2 =2 mod N(z)} C f~1(U,). Omdat elke x € Z

bevat zit in V;, vormen de V,, een open overdekking van Z. Uit de compactheid
van Z volgt een eindige deeloverdekking {V, }.cr. Laat l,,, := kgv{N(x) : « € T}.
Dan is f periodiek modulo m, met periode I,,.

Voor de andere implicatie kiezen we voor elke m > 1 zo'n [, € Z>;. Dan
hebben we het volgende commutatieve diagram:

7 — 7L

O
7l Fm » Z/mZ.

Hier zijn de pijlen naar beneden de canonieke projecties. Als we al deze diagram-
men samenvoegen, krijgen we:

10



7 — 7
O O
. T dg
7 *’HmezZ/ZmZ ~~>HWEZZ/mZ

Hier is 7 : Z — ||
continu. Definieer nu f = gonm : Z — []

Z)lnZ,a— (a,,)50_ het product van projecties, en dus
f 7 mez L/mZ. Wegens Stelling 2.10 is
deze afbeelding continu. Omdat het diagram commuteert, geldt dat f|z = f,
dus geldt dat f*I(Z) D Z, dus ook f*l(Z) O Z. Bij Feit 2.3 hebben we laten
zien dat Z gesloten is in [I,.cz Z/mZ, dus wegens de continuiteit is f~Y(Z) ook
gesloten. Volgens Feit 2.4 ligt Z dicht in Z, dus vinden we nu dat Z C fﬁl(Z),

oftewel f(Z) C Z. We concluderen dat f : Z — Z de gevraagde afbeelding
is. O

3 Lineaire recurrenties

Een recurrentie is een vergelijking die recursief een rij definieert. Als deze
vergelijking een homogene vergelijking van graad 1 is, spreken we van een lineaire
recurrentie. Het bekendste voorbeeld is de Fibonacci-reeks, gegeven door de
vergelijking F,, = F,,_1 + F,,_o, en startwaarden Fy = 0, F; = 1. De rij wordt
dan:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

We kunnen bij deze lineaire recurrentie de afbeelding

F:ZZ(J*)Z,
n— F,

definiéren. In dit hoofdstuk zal onderzocht worden voor welke lineaire recurren-
ties de bijbehorende afbeelding kan worden voortgezet tot een continue functie
van Z naar Z.

3.1 Definities en eigenschappen

Definitie 3.1. Een eenzijdige lineaire recurrentie over een domein R is een rij
(an)zozo € R?>0 zodanig dat er een k € Z>( en constanten cg,...,cr—1 € R
bestaan, zodat voor alle n > 0 geldt:

Gn+k = CoGn + C1Qnp41 + -+ + Ck—10nyE—1-

Een tweezijdige lineaire recurrentie over een domein R is een rij (ay,)nez € R”
zodanig dat er een k € Z> en constanten cg, ...,cr—1 € R bestaan, zodat voor
alle n € Z geldt:

Gn+k = CoGn + C1Qp41 + -+ + Ck—1Qn4k—1-

11



Opmerking 3.2. Voor een lineaire recurrentie zijn deze constanten niet uniek.
Bekijk bijvoorbeeld de constante reeks (a,)nez = (...,1,1,1,...) € Z%. Deze
reeks voldoet voor alle n € Z aan de vergelijking a,, = a,,_1, maar ook aan de
vergelijking a,, = 3an—1 — 2a,_2.

Opmerking 3.3. Als twee rijen (a, )y en (by,), aan dezelfde recurrentie voldoen,

voldoen ook lineaire combinaties van deze rijen aan deze recurrentie.

Vanaf nu nemen we R = Q. We definiéren de afbeelding

T:Q"0 = Q",
(bo,bl,...) — (bl,bg,...).

Laat a = (a,,)5% een eenzijdige lineaire recurrentie over Q zijn.

Feit 3.4. Er is een unieke d € Z>( zodanig dat de elementen uit de verzameling
{a,T(a),...,T%'(a)} lineair onafhankelijk over Q zijn, en de elementen uit
{a,T(a),..., T (a),T%a)} lineair athankelijk over Q zijn.

Bewijs. Voor de nulrij zijn de elementen uit {a, ...,7°(a)} = {a} lineair athanke-
lijk. Laten we nu 7°(a) weg uit deze verzameling, dan hebben we de lege
verzameling, en de elementen uit deze verzameling zijn lineair onafhankelijk.
Voor elke d > 0 zijn de elementen uit {a,...,T79 1(a)} lineair afhankelijk, dus
we concluderen dat d = 0 het unieke getal is dat aan de eigenschap voldoet.

Stel nu dat a niet de nulrij is. We weten dat a een eenzijdige lineaire recurrentie
is, dus zijn er constanten cg,...,cy_1 € Q zodat voor elke n > 0 geldt:

Atk = CoQp + *** + Ch—10n4k—1-

Dit betekent dat de elementen uit de verzameling {a,T(a),...,T%(a)} lineair
athankelijk zijn. Immers:

k—1 k—1
T"(a) — ZciTi(a) = (ag, Qpt1,---) — Zci(ai, i1y )
i=0 i=0
k—1 k—1
= ((ak - Z cia;), (ap1 — Z Ciit1), - - )
=0 =0

=(0,0,...).

We kunnen nu 7% (a) uit deze verzameling verwijderen, en kijken of de elementen
uit {a,T(a),..., T '(a)} ook lineair afhankelijk zijn. Als dit niet het geval is
nemen we d = k, en anders verwijderen we ook 7%71(a), en gaan we inductief
door, tot de verzameling geen lineaire afhankelijkheid meer vertoont. Het komt
niet voor dat d = 0, want dan zou gelden dat ¢-a = (0,0,0,...) voor zekere
¢ € Q\{0}. Dat zou betekenen dat a de nulrij is, maar we hadden aangenomen
dat dit niet het geval is. O

Definitie 3.5. Voor een eenzijdige lineaire recurrentie a = (a,)5%, over Q
noemen we deze d de graad van de recurrentie.
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Als een eenzijdige lineaire recurrentie van graad d is, betekent dit dat er constan-
ten ¢,y ..., ¢, ¢y € Q zijn zodanig dat Z?:o ciT"(a) = 0. Verder geldt dat
¢, # 0, want anders zou de recurrentie niet van graad d zijn. Dan kunnen
we alle coéfficiénten delen door ¢/, om te krijgen: T%(a) = Zg;ol ¢;T'(a), met
Coy---5Ca—1 € Q. Dit betekent dat a,q = Z?:_Ol CiGn+; voor alle n > 0, en dit
is de ‘kortste’ recurrentie waaraan de rij voldoet.

Lemma 3.6. Laat a een eenzijdige lineaire recurrentie over QQ van graad d. Dan
is er een uniek monisch polynoom f € Q[X] van graad d met f(T)(a) = 0. We
noemen deze f het minimumpolynoom van de recurrentie.

Bewijs. Stel allereerst dat a de nulrij is. Er is precies 1 monisch polynoom van
graad 0, namelijk f = 1. Voor deze f geldt inderdaad f(T)(a) =a = 0.

Stel nu dat @ niet de nulrij is. Laat f = X% — Zf;ol c; X, waarbij de ¢; zijn
gedefinieerd zoals hierboven. Dan geldt f(T)(a) = 0. Stel nu dat er een monisch
polynoom g € Q[X], f # g met g(T)(a) = 0 bestaat. Dan geldt dat f—g # 0 een
polynoom is van graad m < d. Als we delen door de kopcoéfficiént van f — g
vinden we een monisch polynoom h € Q[X]| met hA(T)(a) = (f — ¢)(T)(a) =
f(T)(a) — g(T)(a) = 0 —0 = 0. Dan vinden we dus voor alle n > 0 dat

Cptm = Z;’;Bl diapy; voor dy,...,dyn—1 € Q. Dit is een tegenspraak met de
graad van de recurrentie. Er volgt dat f het unieke polynoom is dat aan deze
voorwaarden voldoet. O

Gevolg 3.7. Voor elke g € Q[X] met g(T)(a) = 0 geldt dat f|g. Stel immers
dat f geen deler is van g. Dan kunnen we deling met rest uitvoeren om een
polynoom h € Q[X] van graad kleiner dan d vinden, zodanig dat h(T")(a) = 0.
Dit is een tegenspraak met de minimaliteit van f.

Voorbeeld 3.8. Het minimumpolynoom van de Fibonacci-reeks is het polynoom
f=X2%2—-X —1, en we zien:

f(T)(F)=(1,2,3,5,8,13,...) — (1,1,2,3,5,8,...) — (0,1,1,2,3,5,...)
=(1-1-0,2-1-1,3-2-1,5-3-28-5-3,...)
=(0,0,0,...).

Definieer nu voor tweezijdige lineaire recurrenties de afbeelding:
T:7% = 77,
(...,bfl,,bl,...) g (...,bo,,bg,...).

Hier geeft het vierkantje aan wat de nul-index is van het element. De afbeelding
T verschuift de hele rij dus naar links. Deze afbeelding is duidelijk een ring-
isomorfisme: het is een ringhomomorfisme omdat de coordinaatsgewijze optelling
en vermenigvuldiging commuteren met het opschuiven van de rij. Ook is het
niet moeilijk de inverse te geven: We kunnen de rij gewoon terugschuiven.

Analoog aan het geval van eenzijdige lineaire recurrenties kunnen we spreken
over de graad, en het minimumpolynoom van een tweezijdige lineaire recurrentie.

Opmerking 3.9. Laat a een tweezijdige lineaire recurrentie over Q zijn met
minimumpolynoom g € Q[X]. Dan geldt dat T'{ g(T).
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Bewijs. Stel dat T|g(T). Dan geldt dat g = T - h(T) voor een zeker monisch
polynoom h € Q[X] van kleinere graad dan g. Dan geldt dat:

0=9(T)(a) = T(MT)(a)).
Omdat T een isomorfisme is, betekent dit dat h(T)(@) = 0. Dit is een tegenspraak
met de minimaliteit van g, en dus geldt dat 7"t g(7'). O

Lemma 3.10. Laat a een tweezijdige lineaire recurrentie over Q zijn met
minimumpolynoom g. Laat (ay)3%,, gedefinieerd door a,, := @, de rechterhelft
van @ zijn. Dan is (a,) een eenzijdige lineaire recurrentie. Laat f het minimum-

polynoom van a zijn, van graad d. Dan geldt dat f = g.

Bewijs. Wegens de uniciteit van f is het voldoende om te laten zien dat de
graad van g gelijk is aan d. Omdat geldt dat g(T)(a) = 0 € Q%, geldt ook dat
g(T)(a) = 0 € Q%>0. Dan geldt wegens Gevolg 2.7 dat f|g, en dus vinden we
dat deg(g) > d. Omdat de graad van f gelijk is aan d, bestaat er een lineaire
combinatie (By,)nez horend bij f, van elementen uit {a, T'(@), T%(a), . .., T%(a)},
zodanig dat B; = 0 voor alle ¢ > 0. Omdat B een lineaire combinatie is van rijen
die voldoen aan de recurrentie gegeven door g, voldoet B ook aan de lineaire
recurrentie gegeven door g. Dit betekent dat B, ; = Zf;ol ¢ B; voor zekere
k € Z>q en constanten ¢, ..., cj,_, € Q. Hier is ¢ # 0, vanwege Opmerking 3.9.
Dan geldt dat we B_; kunnen schrijven als lineaire combinatie van By, ..., By_1,
en dus vinden we B_; = 0. Inductief vinden we dat B de nulrij is, en dus vinden
we dat deg(g) < d. We concluderen dat deg(g) = d, en dus dat g = f. O

Lemma 3.11. Laat a een eenzijdige lineaire recurrentie over Q met minimum-
polynoom f = X — 3" ¢, X’ € Q[X] van graad d zijn. Als a € Z?>0, dan
fezZXx].

Bewijs. Bekijk de volgende matrix:

a ay @ ag—1| aq
T(a) a1 as ... aq | Gd+1
2
T (a) — as as e ad+1 | Ad+2
d—1
T (a) ag—1 Q42 ... Q24—2|024-3

We noteren voor elke ¢ > 0, voor de i-de kolom:

itrd—1

We weten dat de rijen van deze matrix lineair onafhankelijk zijn. Dit geldt
ook voor de eerste d kolommen: Stel dat er een lineaire combinatie Z?:_Ol k;b;
bestaat die gelijk is aan 0. Binnen het eerste (d x d)-blok zijn de rijen en
kolommen hetzelfde. Als we nu de rijen invullen in de gevonden combinatie,
vinden we dus een lineaire recurrentie (u, )22, die begint met d opeenvolgende

nullen, horend bij een polynoom van graad d. Wegens de recurrentie volgt dan
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dat uq = Z?;OI ciu; = 0, en inductief volgt dat (u,)>2, de nulrij is. Dit is
een tegenspraak, want we hadden aangenomen dat de rijen lineair onafhankelijk
waren. We concluderen dat by, . .., by—1 lineair onafhankelijk zijn, en dus vormen
ze een basis voor Q7 als vectorruimte over Q. Als we nu Z? als additieve
ondergroep van Q% bekijken, dan vinden we de volgende keten van ondergroepen:

d—1
AED Y/ / A
i=0 i>0
Omdat elke ondergroep van Z? isomorf is met Z* voor een k < d, geldt:

F = ZZbi >~ 74,
i>0

We definiéren nu een Q-lineaire afbeelding op Q:

e:Q*— QY
Omdat by, ...,bs_1 een basis vormen voor Q% ligt de afbeelding hiermee vast.

Er geldt:

d—1 d—1 d—1
e’:‘(bd) =& <Z Cibi> = Z Ci&‘(bi) = Zcibi-‘rl = bd+1.
i=0 =0 i=0

Met inductie vinden we dat voor alle n > 0 geldt: e(b,) = by+1, dus geldt
dat e(F') C F, oftewel ¢ € End(F). Wegens de Stelling van Cayley-Hamilton
bestaat er nu een h € Z[X], het karakteristicke polynoom van ¢z, dat monisch
is, van graad d, met h(g|z) = 0. Schrijf h = X? — Z?;()l ¢ X met constanten
-1 Cy_y € Z. Dan geldt dat h(g)p) = e — Z?;()l cle' de nulafbeelding is.
Dan vinden we, voor elke j > 0:

d-1 d-1
0= Ed(bj) - chgi(bj) = Oj+d — Z Cibit
i=0 i=0

en dus vinden we dat a,+q = E?:_Ol ciany; voor alle n > 0. Dit betekent dat h
ook een minimumpolynoom van de recurrentie is. Maar wegens de uniciteit van
het minimumpolynoom moet gelden dat h = f, en dus dat f € Z[X]. O

3.2 Recurrenties in Z

De volgende stelling vertelt ons precies onder welke voorwaarden een eenzijdige
lineaire recurrentie over Z een continue voortzetting tot Z heeft.

Stelling 3.12. Laat a € Z”>° een eenzijdige lineaire recurrentie, met minimum-
polynoom f = X% — Z?:_Ol ¢; X' € Z[X]. Dan zjn de volgende uitspraken
equivalent:
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1. f(0) € {£1}.
2. Er is een continue afbeelding a : 7 — 7 met ajz = a.

3. a heeft een voortzetting tot een tweezijdige lineaire recurrentie a : Z — Z.
Bewijs. We zullen bewijzen dat (1) < (3) en dat (2) < (3).

(1)=(3)
We hebben a4 = ij_g Cin4; voor alle n > 0. Definieer nu:

d—1
ad—1 — Zizl CiQi—1
Co '

a_1 =

Dan geldt duidelijk dat a_; € Z, omdat ¢g € {£1}. Ook geldt dat de
uitgebreide rij (a,,)52 _; voldoet aan de recurrentie, want:

d—1 d-1 d—1
coa—1 + E CiGli—1 = Qqg—1 — E Cit;—1 + E Cilli—1 = Gd—1.
i=1 i=1 i=1

Inductief kunnen we nu voor alle n € Z>( definiéren:

d—1
A_pntd — Zi:l Aj—n
Co '

A_p =

Hiermee verkrijgen we een voortzetting tot een tweezijdige lineaire recur-
rentie a : Z — 7.

(3)=(1)
We hebben @ := (...,a_2,a_1,a9,a1,az,...) € Z*. Er geldt wegens
Lemma 3.10 dat f(T)(a) = 0, en uit Opmerking 3.9 volgt dat ¢y # 0.
Bekijk nu de volgende matrix:

a ... a_1| ag ai ... Gq-1| ag
?(a) A ag aq as e aq ad41
T2 (Ei) — . aq as as N ad+1 | Ad+2

T @)l - Ga |@a-1 Gi-2 ... G2d-2|02d-3

Definieer nu ‘@ := (...,a9,a1,a0,a_1,a_29,...), de omgekeerde rij. Het is
duidelijk dat deze rij voldoet aan een recurrentie: Omdat voor elke n € Z
geldt dat aniq = Zf;ol Cinti, geldt ook dat:

d—1 — d—1 <

< A_n4d — Zi:l Ci—p+j anp—d— Zi:l C; A p—g

aQp=0a0_p = = .
Co Co

Definieer nu het polynoom

Y- i X 41
- £(0)

€ Q[X].
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— ~
Dit polynoom is monisch, en er geldt dat f(T)(%) = 0. Omdat de
omgekeerde recurrentie in matrixvorm dezelfde kolommen oplevert, vinden

we dat deze recurrentie ook van graad d is. Dit betekent dat f het
m1n1mumpolynoom is van ‘@. Omdat @ € 7% geldt wegens Lemma 3. 11

dat f € Z[X], en dus is in het bijzonder de constante coéfficiént (—
geheel. Omdat f(0) € Z betekent dit dat f(0) € {£1}.

S

2) = (3) o
We hebben nu een continue voortzetting a : Z — Z. We moeten laten
zien dat a(Z) C Z en dat a aan de recurrentie voldoet voor alle n € Z.
Hiervoor definiéren we de afbeelding:

0: 717,
d—1
s+ a(s) —Zcia(s—kz—d)
i=0

We moeten laten zien dat dit de nulafbeelding is, want dan geldt dat
d—1 .

a(s+d) =Y cia(s+1i) voor alle s € Z, dus voldoet & aan de recurrentie.
i=0

De functie ¢ is een lineaire combinatie van continue functies, en omdat

Z een topologische ring is, is de afbeelding hiermee zelf ook continu. We

weten dat a aan de recurrentie voldoet. Omdat a een voortzetting van a

is, geldt dat a(n) = a(n) voor alle n € Z>, en dus geldt voor alle s € Z>q4

dat ¢(s) = a(s) — > cia(s +i—d) =0. We hebben dus:

Z>a C o~ ({0}),

en dus ook:
Zzq C o~ 1({0}).

Zoals opgemerkt in Feit 2.4 ligt de verzameling Z>q dicht in 7. Omdat
Z Hausdorff is, is {0} gesloten, dus is ook ¢~1({0}) gesloten. Dus vinden
we:

Z=Tzq C o (0)) = ¢ ({0}) C Z.

Hieruit volgt dat ¢ de nulafbeelding is, en dus voldoet @ aan de recurrentie
op heel Z.

d—1
Er geldt nu dat cpd—1 = Gg-1 — Y, ca(i — 1) = ag—1 — Z ciai_1 € 7.
=1 =1

Ook geldt dat cpa_1 € COZ Dit betekent dat cga_1 € Z N coZ en het is
niet moeilijk om in te zien dat deze verzameling gelijk is aan coZ: Het is
duidelijk dat ¢gZ C Z en coZ C COZ Als andersom x € ZﬂcoZ dan is het
een geheel getal (want het is een element van Z) dat een veelvoud is van
¢o (want het is een element van COZ). Dit betekent dat x € ¢pZ. Omdat
co € Z\{0}, is ¢p wegens Opmerking 2.9 geen nuldeler, en dus vinden we
G_1 € Z. Inductief vinden we dat a(Z) C Z. Dan is a := (a(n))nez een
voortzetting van a tot een tweezijdige lineaire recurrentie Z — Z.
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(3) = (2)
We hebben @ = (...,a_2,a_1,a9,a1,as,...). Om te laten zien dat de
afbeelding a : Z — Z een continue voortzetting a : 7 — 7 heeft, willen
we Stelling 2.13 gebruiken. Dit betekent dat we voor elke m € Z>; een
periode [,, moeten geven. Laat m € Z>; gegeven. Definieer voor elke
n € Z:

bn == (@, mod m, ..., an4q—1 mod m) € (Z/mZ)°.

Omdat (Z/mZ)? bestaat uit m? elementen, geldt:
Vn:3i,j:0<i<j<m?:buyi=bnyy
Dan geldt dus:
Vh e {0,...,d =1} : Gpyith = Gpyjrn,  mod m.

Wegens de recurrentie geldt dan:

d—1 d—1
ptitd = E Cilntitp = E Cilntj+p = Antj+d mod m.
p=0 p=0

Dus vinden we:
Vh > 0: apyith = Gntjtn  mod m.

We kennen deze gelijkheid nu dus vanaf n + i, en we weten i < m? — 1.
Dus hebben we:

VneZ:3ke{l,2,....m¥} VI >m?—1:a,41=anyix mod m.

Dan 00k apti14x = apti+2r mod m, en zo ook voor alle veelvouden van
k. In het bijzonder geldt voor (m?)! dat:

VneZ:Vi>mi—1:a, = Qppig(mey  mod m.
Laat nu [ = m? — 1 en laat voor elke g € Z nu n = [ — g. Dan hebben we:
VgE€Z:ag=agy(may modm.

We kunnen nu dus [, = (m?)! als periode nemen. We concluderen dat a
een continue voortzetting a : Z — Z heeft.

We hebben nu bewezen dat (1) < (3) < (2), en hiermee is de stelling bewezen.
O

Omdat voor de Fibonacci-rij geldt dat f(0) = —1, hebben we nu met Stelling
3.12 het bestaan van Pro-eindige Fibonacci-getallen bewezen. Om voor een
element s € Z te bepalen hoe F; zich gedraagt modulo m, gaan we als volgt te
werk: We nemen een r1ij (a,,)22, C Z die naar s convergeert. Uit Stelling 2.13
volgt een periode 1, voor de rij modulo m, en omdat (a, )22, convergent is, is
deze rij constant modulo l,, vanaf zekere N € Z>;. Dan geldt dat F, = Fi
mod m voor deze N. Om het rekenwerk binnen de perken te houden is het zaak
om een zo klein mogelijke periode I,, te vinden.
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4 Fibonacci-getallen

In dit hoofdstuk zullen we ons iets meer verdiepen in de Fibonacci-getallen. In
het vorige hoofdstuk werd een bovengrens gegeven voor de periode van de rij
modulo m, namelijk (m?)!. Deze periode is verre van optimaal: Modulo 2 is
de rij gelijk aan 0,1,1,0,1,1,..., met periode 3, terwijl de bovengrens gelijk is
aan (22)! = 24. We zullen in dit hoofdstuk een betere bovengrens geven. We
noteren vanaf nu 7(m) voor de minimale periode van de Fibonacci-rij modulo
m, voor elke m € Zx>;. In dit hoofdstuk zullen we de volgende stelling bewijzen:

Stelling 4.1.

1. Voor m € Z~5 is w(m) even.

2. Laat m = Hp priem p*» met kp = 0 voor bijna alle p. Dan geldt:

7r(m) = kgvp priem (ﬂ-(pkp)) .

n—1

3. Voor ¢ priem en n € Z>1 geldt dat 7(¢")|7(q) - q
4. Laat q een priemgetal zijn. Dan geldt:

e Als ¢ =2, dan 7(q) = 3.

e Als ¢ =5, dan 7(q) = 20.

e Als ¢ =1,9 mod 10, dan 7(q)|g — 1.

e Als ¢ =3,7 mod 10, dan 7(q)|2(¢+ 1), en 7(q) t ¢ + 1.

5. Voor elke m € Z>q geldt dat w(m) < 6m.

Voorbeeld 4.2. We vinden dat 7(3) een deler is van 8, die geen deler is van 4.
Dit geeft dat 7(3) = 8, en er geldt inderdaad:

(F, mod 3)°,=0,1,1,2,0,2,1,0,1,...

Voorbeeld 4.3. We vinden dat 7(11) een deler is van 10. Er geldt inderdaad
dat F1p =55=0 mod 11 en dat F;; =89 =1 mod 11. Voor elke deler d van
10 die ongelijk is aan 10, geldt dat Fy 0 mod 11, dus geldt dat 7(11) = 10.

Voorbeeld 4.4. Er geldt dat 7(10) = kgv(n(2),7(5)) = kgv(3,20) = 60, en
het komt dus voor dat w(m) = 6m.

Elke ring R bevat een nulelement en een eenheidselement. Omdat op een ring
een optelling is gedefinieerd, kunnen we de Fibonacci-rij (F),)52, definiéren over
elke ring. Door terug te rekenen kunnen we ook bepalen wat F_; moet zijn,
want F_q + Fy = F, dus F_1 = 1. Inductief vinden we F_5 = —1,F_3 =2, en
in het algemeen F_,, = (—1)"*1F, voor elke n € Z. Met deze gelijkheid kunnen
we 4.1.1 bewijzen.

Bewijs. (4.1.1)
Per definitie van w(m) hebben we:

Frm)y=Fo=0 mod m,
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F_imy+1 =1 = Frgmy+1 =1 mod m.
Ook geldt dat:

Frmy-1= (_1)W(m)F—w(m)+1 = (-1  mod m,
en dus volgt:
1= Frgnyt1 = Frm) = Frmy—1 = (=1)™™  mod m.

Stel nu dat 7(m) oneven is. Dan geldt dat 1 = —1 mod m, en dus vinden we
m =1of m =2. Als dus geldt dat m > 2, dan vinden we dat m(m) even is. [

Bewijs. (4.1.2)

Als de Fibonacci-rij periodiek is modulo m met minimale periode 7(m), dan is
m(m) ook een periode van de rij modulo elke deler d van m. In het bijzonder
is dan 7(d) een deler van m(m), en dus volgt dat m(p*»)|w(m) voor alle priem-
getallen p, en dus kgv, puiem (7(p™)) [7(m).

Andersom geldt vanwege de Chinese Reststelling:

z/mz= [] z/p*z.

p priem

Omdat de rij modulo p*» periodiek is met periode m(p*»), geldt dit ook voor
elk veelvoud van 7(p*»). In het bijzonder betekent dit dat de rij in de rechterkant
periodiek is met periode kgv,, iem (7(p*?)). Dan is de rij dus ook in de linkerkant
periodiek met deze periode. Er volgt dat m(m) een deler is van kgv,, |, iem (m(p™)).
We concluderen dat 7(m) = kgv,, priem (m(p™)). O

Propositie 4.5. Laat R een ring zijn, en (F),),cz de Fibonacci-rij over R. Als
a € R een nulpunt is van f(X) = X? — X — 1 € R[X], dan geldt voor elke
ASWA

o = n—1+ o
Bewijs. Er geldt:
CYO:1:F,1+F0-05,
al=a=Fy+F -a.

Stel nu dat de stelling geldt voor twee opeenvolgende getallen n,n + 1. Dan
geldt:

n+2 2

Q@ =a"«a
=a"(a+1)
— a’ﬂ+1 +a”
=F, + Fppia+ Fy_1 + Fra

— I'n+1 + Fn+2aa
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en ook:

O[nfl — anJrl _ an
= Fn + Fn+104 — Fn—l — FnOé
=Fy_ o+ Fh_q0.
Inductief volgt dat de gelijkheid geldt voor elke n € Z. O

*

Gevolg 4.6. Laat m € Zx,. Bekijk de groep G = ((Z/mZ)[X]/(X? - X — 1)) .
Dan geldt dat w(m) gelijk is aan de orde van het element

=X+ (X*-X-1)edq.

Bewijs. Merk op dat de ring R := (Z/mZ)[X]/(X?—X—1) bestaat uit elementen
van de vorm af + b, en dat de elementen 1,60 lineair onafhankelijk zijn over
Z/mZ. Dit betekent dat de elementen 1,6 een basis vormen voor R als moduul
over Z/mZ, en dus laat ieder element van R zich uniek schrijven als lineaire
combinatie van 1 en 6. Hetzelfde geldt voor de elementen van G. Noteer nu
ord(6) voor de orde van 6 in G. Wegens Propositie 4.5 geldt dat 0™ = F,,_1+F,-0
voor alle n € Z. Nu geldt voor elke k € Z>1:

ord()|k < 0% =1
&F_1=1=F 1AF,=0=F,
SVlielZ: Fry=F
< m(m)|k.

Hier volgt de tweede implicatie uit de unieke schrijfwijze van elementen uit R.
We concluderen dat ord(f) = w(m). O

Bewijs. (4.1.3)
We zullen inductie naar n toepassen. Voor n = 1 is de stelling duidelijk waar:
7(q)|7(q). We definiéren voor elke n € Z>; de volgende ring:

Ry = (Z/q"L)[X]/(X* - X ~ 1),
de afbeelding:

wn : Rl — Rn,
aX +br (aX +b)-¢" 7t

en de quotiéntafbeelding:
on Ry — Ryq.

Het is eenvoudig te controleren dat ,, een ringhomomorfisme, en v,, een groeps-
homomorfisme is.
Laat nu n € Z>2. We bekijken de volgende rij:

05 R YR, 2R, | =0

Deze rij is exact:
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e Als geldt dat aX +bker, dan geldt dat (aX +b)-¢"~! = 0 mod ¢", dus

a,b =0 mod ¢, oftewel aX + b = 0. Dan volgt dat 1, injectief is.

e o, is een quotiéntafbeelding, en is dus per definitie surjectief.
e Voor elk element cX +d € R, geldt:

cX +dcker(p,) ©c,d=0 mod ¢"*

©3a,b€Z/qZ c=a-¢",d=b-q"!

& Pp(aX +b) =cX +d
< aX +beim(en).

Uit de inductieveronderstelling weten we:
X" 1 R, ;.

Voor X € R,, geldt dat ¢, (X) = X, en dus dat

2

SD(XW(q)-Q"_Q) — X" 1 e R,

Omdat ook geldt dat ¢, (1) = 1, geldt dat X (@-a"7" _ 1 € ker on = im,

{(aX +b)-¢"':a,b€Z/qZ}. We concluderen dat:

Xﬂ(q)-q"72 =14 ((IX +b)qn71,

voor zekere a,b € Z/qZ. Dan geldt in R,, dat:
n—1

XTr(‘I)"I' — (1 + ((IX +b)qn71)q

q
q n—1 i
=1 g X +b .
" i=1 (l> ((a b )
Voor ¢ > 2 geldt dat:

¢ Y =0 mod ¢",

en voor ¢ = 1 geldt dat:

(q) ¢" ' =¢" =0 mod ¢".

7

Dit betekent dat de hele som verdwijnt, en dus houden we over dat

1

X*@4" =1 eR,.

Er volgt dat m(¢")|m(q) - g™ L.

O

Opmerking 4.7. Sinds het artikel van D.D. Wall [2] uit 1960 bestaat het
vermoeden dat er priemgetallen ¢ bestaan met 7(¢?) = m(q), maar tot op de
dag van vandaag zijn er alleen priemgetallen bekend waarvoor in feite gelijkheid
geldt in Stelling 4.1.3. Wel is met behulp van het Primegrid-project [3] het
volgende aangetoond: Als er een priemgetal ¢ bestaat met 7(q?) = 7(q), dan

geldt dat ¢ > 2,8 - 1016.

Om (4.1.4) te bewijzen hebben we eerst het volgende lemma nodig:
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Lemma 4.8. Laat ¢ € Z>; een priemgetal, ongelijk aan 5. Stel dat f =
X? - X —1= (X —a)(X — B) voor zekere a, 3 € Z/qZ. Dan geldt voor elke

n € 7Z:
an 5n

F, = a:ﬂ in Z/qZ.

Bewijs. Merk op dat « # 3, want anders zou uit X2 — X —1 = (X — «a)? volgen
dat —2a = —1mod ¢, en o> = —1 mod ¢q. Vermenigvuldigen van de eerste
vergelijking met «, en de tweede met —2, geeft dan dat & = —2 mod g. Dan
zou gelden dat —2 een nulpunt is van f, dus dat f(—2) =5 = 0 mod ¢. Omdat
q priem is zou dit betekenen dat ¢ = 5, maar we hadden aangenomen dat g # 5.
Voor n = 0 geldt dat:

an_ﬁn
=0=Fp.
a—p 0
Voor n =1 geldt dat:
il
a—p

Stel nu dat de stelling geldt voor opeenvolgende n,n + 1. Dan geldt:

n+1l _ on+l n __ an
Fpyp=Fop + Fy= 2 =07 "= b

a—pf a—pf
Oén+1 + a — ﬂn+1 _ ﬂn
a?L-‘,—Q _ ﬁn+2
T a-8
en:
ot — 5n+1 a — 5"
Fo1=F,1—F,= -
n—1 n+1 n o — B o — B
anfl _ anl
- o
Inductief volgt dat de stelling geldt voor alle n € Z. O

Bewijs. (4.1.4) De gevallen ¢ = 2 en ¢ = 5 berusten op eenvoudig uitschrijven.
Voor de andere priemgetallen vragen we ons af of het polynoom

f=X*-X—-1€7Z/qZ[X]

reducibel is. Het is welbekend dat dit het geval is als de discriminant van f een
kwadraat is in Z/qZ. Deze discriminant is gelijk aan (—=1)? —4-1-(-=1) = 5.
We noteren voor twee oneven priemgetallen p,q € Z>; het Legendre-symbool

met (%). Er geldt dat:

(3 (8-

We concluderen dat 5 een kwadraat is modulo ¢, dan en slechts dan als ¢
een kwadraat is modulo 5. Er geldt dat ¢ een kwadraat is modulo 5, dan
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en slechts dan als ¢ = 1, —1 mod 5. Omdat g oneven is, is dit equivalent met
¢ =1,9 mod 10.

Als dit het geval is, dan geldt dat X2 — X — 1 = (X — a)(X — ) voor
elementen o, 8 € Z/qZ[X], en omdat ¢ # 5 geldt dan wegens Lemma 4.8 voor
alle n € Z dat F,, = "Z:gn mod gq. Nu geldt dat o, 8 € (Z/qZ)*, omdat
ala—1) =1,8(8 —1) = 1. Dan is hun orde een deler van de groepsorde van
(Z/qZ)*, en deze is gelijk aan ¢ — 1. Er volgt voor elke n € Z dat:

an-{-q—l _ 5n+q—1

FnJrq*l: a—ﬂ
_an_Bn
_7()(_/8

= Iy,
en dus is 7(q) een deler van g — 1.

Als geldt dat ¢ = 3,7 mod 10, dan is f irreducibel. Noteer nu:
=X+ (X?>-X—-1)€(Z/q2)[X]/(X* - X —1).

Dan is
(Z/q2)[X])(X? = X — 1) = (Z/qZ)[6)]

een lichaamsuitbreiding van graad 2 over Z/qZ. Merk op dat (1 —6) = —0~1
het andere nulpunt is van X2 — X — 1. Immers:

(1-02-(1-0)-1=1-20+6>-14+60-1=6>-0—-1=0.

Uit de theorie van eindige lichamen volgt dat Z/¢Z[f] een Galois-uitbreiding is
van Z/qZ, met Galois-groep G, voortgebracht door het Frobenius-automorfisme:

Z/qZ[0) — Z/qZ[0),

z— x4

Deze afbeelding is de identiteit op Z/qZ, en beeldt de nulpunten van X2 — X —1
op elkaar af. Dan geldt dat ¢ = (1 —0) = —0~1. Dit betekent dan dat
0t = 0. (—971) = —1 € Z/qZ, en dus geldt dat 62(¢+D) = 1. Omdat ¢ # 2,
geldt dat —1 # 1, en dus vinden we dat 7(q) een deler is van 2(q + 1) die geen
deler is van g + 1. O

Bewijs. (4.1.5)

Schrijf opnieuw m = Hp priem p*. Laat I de verzameling priemgetallen waarvoor

ky, > 0, zodat m = Hpel pF». Dan geldt wegens Stelling 4.1.2 en Stelling 4.1.3
dat:

n(m) = kevye (7)) kevpes ((p) - P71,

en dus vinden we:

m(m) || kevyer(n(p) - [[ P!
pel
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Merk op dat er voor elk oneven priemgetal ¢ een r € Z~( bestaat zodanig dat
r < ¢, en m(q)|4r. Immers: voor ¢ = 5 kunnen we r = 5 nemen, voor ¢ = 1,9

mod 10 kunnen we r = ¢ — 1 nemen, en voor ¢ = 3,7 mod 10 kunnen we

r= % nemen. Laat voor elke p € I de bijbehorende r, zoals hierboven.

Stel nu dat m oneven is. Dan geldt dat:

kgvpel(ﬂ(p))‘kgvpeI(ZlTP) =4- kgvaI(rp)a
en dus geldt kgv,c;(7(p)) < 4[[,c;7p < 4[],e;p- Er volgt dat:
m(m) < 4Hp' I_kal’*1 :4Hpk1’ = 4m.
pel pel pel

Stel nu dat m even is. Dan omdat 7(2) = 3, geldt:

kgvper (m(p)) = kav(3,kgvper o (m(P)))13keVper pra(4rp) = 12:kVyer pra(7p),

en dus geldt:

kevyer(n(p) <12- [[ p=6-]]»

p€El,p#2 pel

We concluderen dat:

n(m) < kevye (n(p) - [[ "' =6 [[ "+ = 6m.

pel pel
O
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