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1 Inleiding

Een idempotent in een ring R is een element x ∈ R waarvoor geldt x2 = x.
Voorbeelden van idempotenten in een willekeurige ring zijn 0 en 1. Wat kan er
in het algemeen gezegd worden over Id(R) := {x ∈ R | x2 = x}, de verzameling
idempotenten in een ring R?

In het bijzonder zijn we gëınteresseerd in de idempotenten in groepenringen.
Voor een ring R en een groep G, zijn elementen in de groepenring R[G] eindige
sommen

∑
σ∈G aσσ met aσ ∈ R en σ ∈ G. Duidelijk is er een natuurlijke inclusie

Id(R) ⊂ Id(R[G]), maar wanneer zijn deze verzamelingen gelijk? Noteren we
de eenhedengroep van de ring R als R∗, dan bewijzen we de volgende stelling
voor commutatieve samenhangende ringen, dat wil zeggen voor commutatieve
ringen met # Id(R) = 2.

Stelling 1.1. Zij R een commutatieve ring en G een eindige groep. Dan geldt
# Id(R[G]) = 2 dan en slechts dan als # Id(R) = 2 en voor iedere priem p met
p|#G geldt p · 1 /∈ R∗.

Met dit resultaat kunnen we in grotere algemeenheid de volgende hoofdstelling
bewijzen.

Stelling 1.2. Zij R een commutatieve ring en G een eindige groep. Dan geldt
Id(R) = Id(R[G]) dan en slechts dan als voor iedere e ∈ Id(R)\{1} en voor elke
priem p|#G geldt pR+ eR 6= R.

De eerste stelling geeft een nodige en voldoende voorwaarde wanneer de groe-
penring R[G] precies 0 en 1 bevat als idempotenten. In bijvoorbeeld de ring
Z geldt dat # Id(Z) = 2. Voor deze specifieke ring kunnen we het volgende
zwakkere resultaat formuleren.

Stelling 1.3. Zij G een eindige abelse groep. Dan geldt Id(Z[G]) = {0, 1}.

Doordat we hier niet alleen een specifieke ring beschouwen maar ook een abelse
groep, is deze stelling duidelijk minder sterk dan de stellingen hierboven. Echter
geven we wel een interessant losstaand bewijs hiervoor dat gebruik maakt van
eigenschappen van de complexe getallen.

Stelling 1.1 wordt bijvoorbeeld door D. B. Coleman in [8] of door T. W. Müller
in [7] stelling 7.8, bewezen voor domeinen R. In deze tekst wordt echter deze
aanname niet gemaakt. Het bewijs hier gegeven maakt gebruik van projectieve
modulen en Sylow-p-ondergroepen. Voor een projectief moduul kunnen we een
rangafbeelding definiëren, een functie SpecR→ Z van het spectrum van R naar
Z, welke we zullen gebruiken.

Stelling 1.2 beantwoordt de algemenere vraag wanneer geldt Id(R) = Id(R[G])
als we de aanname # Id(R) = 2 laten vallen. Dit laatste resultaat berust op de
vorige stelling en gebruikt daardoor ook projectieve modulen. Daarnaast leiden
we het af met behulp van onder andere het concept van een noetherse ring.
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2 Idempotenten in Z[G] voor eindige abelse G

Ten eerste beschouwen we de idempotenten in de groepenring Z[G] voor een
eindige abelse groep G. We herhalen de stelling die we gaan bewijzen.

Stelling 2.1. Zij G een eindige abelse groep. Dan geldt Id(Z[G]) = {0, 1}.

Deze stelling is niet het sterkste wat kan worden bewezen. In deze tekst wordt
later bewezen dat ook voor eindige groepen G geldt Id(Z[G]) = {0, 1}. Ook is
er bekend dat voor oneindige groepen geldt Id(Z[G]) = {0, 1}, zie hiervoor D.
Passman [5].

Hier bewijzen we deze stelling met behulp van de complexe getallen. Door de
inclusie Z[G] ⊂ C[G] te beschouwen en in C[G] eigenschappen voor idempo-
tenten af te leiden, kunnen we concluderen dat de idempotenten alleen 0 en 1
kunnen zijn.

Definieer ¯ : Z[G]→ Z[G] door∑
σ∈G

aσσ =
∑
σ∈G

aσσ
−1.

Deze afbeelding staat bekend als de standaard-involutie op Z[G]. In C geldt
kennelijk voor alle x ∈ Id(C) dat x̄ = x, waarbij x̄ de complex geconjugeerde is.
We zullen afleiden dat ook voor x ∈ Id(Z[G]) geldt dat x̄ = x.

Daartoe herhalen we eerst kort een stuk theorie van karakters van eindige abelse
groepen. Zij G een eindige abelse groep.

Definitie 2.2. Een karakter van G is een homomorfisme χ : G→ C∗.

Definieer voor twee karakters χ1, χ2 : G→ C∗ het product χ1χ2 : G→ C∗ door
χ1χ2(g) = χ1(g)χ2(g) voor g ∈ G. Met deze operatie is Hom(G,C∗) een groep,
de karaktergroep van G.

Merk op: voor g ∈ G met orde ord(g) = n en χ : G → C∗ een karakter geldt
χ(g)n = χ(gn) = χ(1) = 1. Een karakter beeldt dus af naar eenheidswortels,
dat wil zeggen elementen x ∈ C waarvoor geldt dat er een n ∈ Z>0 bestaat
zodat xn = 1. In dit geval beeldt een karakter af naar e-de eenheidswortels,
waar e de exponent is van G:

e = kgv{ord(g) | g ∈ G} = min{m ∈ Z>0 | ∀g ∈ G : gm = 1}.

Laat ζ ∈ C∗ een element van orde e zijn, dan geldt dus Ĝ = Hom(G, 〈ζ〉).
Verder gebruiken we de volgende stelling uit de theorie over karakters, zoals
deze te vinden is in bijvoorbeeld S. Lang [2] hoofdstuk 1 stelling 9.1.

Stelling 2.3. Zij G een eindige abelse groep. Dan geldt #G = #Ĝ.

We willen een verband leggen tussen de conjugatie in C en de standaard-involutie
op Z[G].

Voor k een commutatieve ring en R een k-algebra, geldt dat we de verzameling
Algk(k[G], R) van k-lineaire ringhomomorfismen f : k[G] → R kunnen identifi-
ceren met de verzameling groepshomomorfismen G→ R∗.

3



Zij f ∈ Algk(k[G], R). Voor σ ∈ G ⊂ k[G] geldt f(σ)f(σ−1) = 1 en daarom
geldt f(σ) ∈ R∗ voor alle σ ∈ G. Dan hebben we dat f|G ∈ Hom(G,R∗). Voor
χ ∈ Hom(G,R∗) geldt dat

χ′ : k[G]→ R∗,
∑
σ∈G

aσσ 7→
∑
σ∈G

aσχ(σ)

een surjectief k-lineair ringhomomorfisme is. De afbeeldingen

ψ : Algk(k[G], R)→ Hom(G,R∗), f 7→ f|G

en
ψ−1 : Hom(G,R∗)→ Algk(k[G], R), χ 7→ χ′

zijn dan welgedefinieerde afbeeldingen en elkaars inverse. Nemen we k = C
en R = C, dan geeft het bovenstaande een identificatie tussen de verzameling
S = {f : C[G] → C | f ringhomomorfisme, f|C = idC} en Ĝ = Hom(G,C∗).
Beschouw de productring CĜ met coördinaatsgewijze optelling en vermenigvul-
diging en definieer de afbeelding φ als volgt:

φ : C[G]→ CĜ∑
σ∈G

aσσ 7→

(∑
σ∈G

aσχ(σ)

)
χ∈Ĝ

.

Stelling 2.4. De afbeelding φ is een ringisomorfisme.

Bewijs. Ten eerste is φ een ringhomomorfisme. De productring CĜ heeft name-
lijk coördinaatsgewijze optelling en vermenigvuldiging en op elke coördinaat is
χ′ : C[G]→ C een ringhomomorfisme.

Voor χ ∈ Ĝ is het ringhomomorfisme χ′ : C[G] → C surjectief en dus geldt
C ∼= C[G]/ kerχ′. De idealen kerχ′ zijn onderling ondeelbaar, dat wil zeggen
dat voor χ1, χ2 ∈ Ĝ met χ1 6= χ2 geldt ker(χ′1) + ker(χ′2) = C[G]. Kies namelijk
σ ∈ G zodanig dat χ1(σ) 6= χ2(σ). Dan hebben we dat σ − χ1(σ) ∈ ker(χ′1)
en σ − χ2(σ) ∈ ker(χ′2). De eenheid χ1(σ) − χ2(σ) is dus een element van
ker(χ′1) + ker(χ′2) en dat geeft ker(χ′1) + ker(χ′2) = C[G].

Toepassen van de Chinese Reststelling op de ring C[G] en idealen kerχ′ geeft
een surjectieve afbeelding C[G] →

∏
χ∈Ĝ C[G]/ kerχ′. Analyseren van deze

afbeelding en het bovenstaande isomorfisme C ∼= C[G]/ kerχ′, bewijst dan dat
φ surjectief is.

Als laatste concluderen we dat φ bijectief is door de dimensies van de C-

vectorruimtes C[G] en CĜ te vergelijken. De dimensie van C[G] is gelijk aan

#G en de dimensie van CĜ is gelijk aan #Ĝ = #G. Omdat φ een surjectieve
C-lineaire afbeelding is, volgt uit de gelijke dimensies dat φ bijectief is. Dus φ
is een ringisomorfisme.

Dit geeft als volgt een verband tussen de conjugatie op C en de standaard-
involutie op Z[G]. Merk op dat ook voor k = Z en R = C het bovenstaande een
identificatie geeft van V = {f : Z[G]→ C | f ringhomomorfisme} en Ĝ.
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Propositie 2.5. Zij G een eindige abelse groep en V de verzameling van ring-
homomorfismen Z[G]→ C. Dan geldt

1. voor alle f ∈ V en voor alle r ∈ Z[G] dat f(r̄) = f(r).

2.
⋂
f∈V ker f = {0}.

Bewijs. 1. Zij f ∈ V . Voor σ ∈ G geldt f(σ) ∈ 〈ζ〉 en dus f(σ)f(σ) = 1. Dus
geldt f(σ) = f(σ)−1 = f(σ−1) = f(σ̄). Voor σ ∈ G geldt dus f(σ) = f(σ̄) en
met lineaire voortzetting hebben we dat

Z[G] Z[G]

C C

¯

f f

¯

commuteert.

2. We hebben een inclusie Z[G]→ C[G]. Stel x ∈ Z[G] en x ∈
⋂
f∈V ker f . Per

aanname geldt voor alle f ∈ V dat f(x) = 0 en door de identificatie van V en
Ĝ, geldt voor alle χ ∈ Ĝ dat χ′(x) = 0. Beschouw x ∈ C[G] en het isomorfisme

φ : C[G]→ CĜ uit stelling 2.4. Dan geldt φ(x) = (χ′(x))χ∈Ĝ = 0. Omdat φ een
isomorfisme is, geldt dan x = 0.

Lemma 2.6. Zij V de verzameling van ringhomomorfismen Z[G] → C. Voor
r, s ∈ Z[G] geldt r = s dan en slechts dan als f(r) = f(s) voor alle f ∈ V .

Bewijs. Uiteraard impliceert r = s de gelijkheid f(r) = f(s) voor alle f ∈ V .
Als geldt f(r) = f(s) voor alle f ∈ V en dus f(r − s) = 0 voor alle f ∈ V , dan
geldt r−s ∈

⋂
f∈V ker f . Uit propositie 2.5 (2) volgt dan r−s = 0 en r = s.

Deze lemma’s kunnen we toepassen om de stelling te bewijzen.

Bewijs stelling 2.1. Stel x ∈ Id(Z[G]), dan geldt x2 = x. Uit lemma 2.6 volgt
dat f(x2) = f(x) voor alle f ∈ V . Dan geldt f(x)2 = f(x) oftewel f(x) ∈ Id(C)
voor alle f ∈ V . Dan gebruiken we een eigenschap van idempotenten in C om
te concluderen dat f(x) = f(x) voor alle f ∈ V . Met propositie 2.5 (1) volgt
dan f(x) = f(x̄) voor alle f ∈ V en met lemma 2.6 krijgen we x = x̄.

Voor een idempotent x =
∑
σ∈G aσσ ∈ Id(Z[G]) gelden dus de volgende gelijk-

heden:

xx̄ = x2 = x,(∑
σ∈G

aσσ

)(∑
σ∈G

aσσ
−1

)
=

(∑
σ∈G

aσσ

)
,∑

σ∈G
a2
σ = a1,∑

σ∈G,σ 6=1

a2
σ = a1 − a2

1.
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Hier geldt
∑
σ∈G,σ 6=1 a

2
σ ≥ 0 en a1−a2

1 ≤ 0. Dan volgt dat beide gelijk zijn aan 0
en dus dat aσ = 0 voor alle σ ∈ G, σ 6= 1 en a1 = 1 óf a1 = 0. Dus geldt x = 0 of
x = 1 en Id(Z[G]) ⊂ {0, 1}. We hebben al de inclusie {0, 1} = Id(Z) ⊂ Id(Z[G])
dus dit bewijst dat Id(Z[G]) = {0, 1}.

3 Projectieve modulen

3.1 Definitie

Om dit later in bewijzen van belangrijke stellingen te kunnen gebruiken, intro-
duceren we de definitie en een aantal eigenschappen van projectieve modulen.
In de hele tekst bedoelen we standaard met een R-moduul, zonder verdere spe-
cificaties van links of rechts, een links-R-moduul.

Zij M een R-moduul. Dan induceert een R-lineaire afbeelding f : A → B van
R-modulen een homomorfisme

f∗ : HomR(M,A)→ HomR(M,B), φ 7→ f ◦ φ,

van abelse groepen.

Propositie 3.1. Zij R een ring en M een R-moduul. Laat

0→ A
f→ B

g→ C

een exacte rij zijn van R-modulen en R-lineaire afbeeldingen. Dan is

0→ HomR(M,A)
f∗→ HomR(M,B)

g∗→ HomR(M,C)

een exacte rij van abelse groepen.

Het bewijs hiervan is een korte opgave. Merk wel op dat in het algemeen gegeven
een korte exacte rij

0→ A→ B → C → 0

niet hoeft te gelden dat de rij

0→ HomR(M,A)→ HomR(M,B)→ HomR(M,C)→ 0

exact is.

Voorbeeld 3.2. Laat R = Z zijn. Dan is een R-moduul een abelse groep. Stel
M = Z/2Z en beschouw de exacte rij

0→ Z f→ Z g→ Z/2Z→ 0,

waarbij f vermenigvuldiging is met 2 en g de quotiëntafbeelding. In de rij

0→ Hom(Z/2Z,Z)
f∗→ Hom(Z/2Z,Z)

g∗→ Hom(Z/2Z,Z/2Z)

is de afbeelding g∗ niet surjectief. Er geldt namelijk dat Hom(Z/2Z,Z) ∼= 0,
maar ook geldt Hom(Z/2Z,Z/2Z) ∼= Z/2Z.
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Met andere woorden, de functor HomR(M,−) van R-modulen naar abelse groe-
pen is linksexact, maar in de regel niet voor alle R-modulen M rechtsexact. Dit
leidt tot de volgende definitie.

Definitie 3.3. Een R-moduul P heet projectief, als HomR(P,−) een exacte
functor is van R-modulen naar abelse groepen.

Er wordt dus geëist dat HomR(P,−) voor een projectief R-moduul P ook rechts-

exact is, oftewel voor een surjectieve afbeelding B
g→ C eisen we dat

HomR(P,B)
g∗→ HomR(P,C)

surjectief is. Dit betekent dat voor elke ψ ∈ HomR(P,C), er een ψ′ ∈ HomR(P,B)
moet bestaan zodat g ◦ ψ′ = ψ oftewel zodat het onderstaande diagram com-
muteert.

P

B C

ψ′
ψ

g

Een directe som van twee projectieve modulen is weer projectief. Algemener
hebben we de volgende propositie.

Propositie 3.4. Zij {Pα}α∈A een familie R-modulen voor een zekere indexver-
zameling A. Dan is de directe som P =

⊕
α∈A Pα projectief dan en slechts dan

als Pα projectief is voor alle α ∈ A.

Bewijs. Er is een natuurlijke equivalentie van functoren

HomR(
⊕
α

Pα,−) ∼=
∏
α

HomR(Pα,−),

van R-modulen naar abelse groepen. Beschouw namelijk de natuurlijke trans-
formatie gegeven door het volgende groepshomomorfisme voor een R-moduul
M :

τM : HomR(
⊕
α

Pα,M)→
∏
α

HomR(Pα,M), φ 7→
∏
α

φ|Pα .

De inverse van τM volgt uit de universele eigenschap van de directe som.

Dan zien we dat de functor HomR(
⊕

α Pα,−) exact is dan en slechts dan als∏
α HomR(Pα,−) exact is. Hieruit volgt dat HomR(

⊕
α Pα,−) exact is dan en

slechts dan als HomR(Pα,−) exact is voor alle α ∈ A.

Propositie 3.5. Een vrij R-moduul
⊕

i∈I R is projectief.

Bewijs. Laat B,C twee R-modulen zijn. Omdat geldt HomR(R,B) ∼= B en
HomR(R,C) ∼= C als R-modulen, induceert een surjectieve R-lineaire afbeelding
g : B → C ook een surjectieve afbeelding g∗ : HomR(R,B) → HomR(R,C).
Dan is de ring R zelf een projectief R-moduul. Daarmee geeft propositie 3.4 dat
een vrij R-moduul

⊕
i∈I R projectief is.
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Met propositie 3.4 kunnen we ook de volgende classificatie voor projectieve R-
modulen afleiden.

Propositie 3.6. Zij P een R-moduul. Dan zijn de volgende uitspraken equiva-
lent:

1. P is projectief;

2. elke surjectieve R-lineaire afbeelding g : A→ P heeft een rechtsinverse;

3. er bestaat een R-moduul Q zo dat P ⊕Q vrij is.

Bewijs. Eigenschap 2 wil zeggen dat er een R-lineaire afbeelding s : P → A
bestaat met g ◦ s = idP . Voor de implicatie 1 ⇒ 2, laat een surjectieve R-
lineaire afbeelding g : A→ P gegeven zijn. Beschouw idP ∈ HomR(P, P ). Dan
hebben we het onderstaande diagram.

P

A P

s idP

g

Omdat P projectief is, volgt nu dat er een s ∈ HomR(P,A) bestaat zo dat
g ◦ s = idP .

Voor de implicatie 2 ⇒ 3, beschouw de volgende afbeelding

g : F =
⊕
p∈P

R→ P, ep 7→ p,

waar ep de p-de basisvector is. Dit is een surjectieve R-lineaire afbeelding en
deze heeft dus een rechtsinverse, een R-lineaire afbeelding s : P → F met
g ◦ s = idP . Dan splitst de exacte rij

0→ ker(g)→ F
g→ P → 0.

Dan is Q = ker(g) dus een R-moduul waarvoor geldt dat P ⊕Q vrij is.

Voor 3 ⇒ 1, stel dat Q een R-moduul is zo dat P ⊕Q vrij is. Omdat een vrij
moduul projectief is, geldt dat P ⊕ Q projectief is. Dan volgt met propositie
3.4, dat P en Q projectief zijn.

Voorbeelden van niet-vrije projectieve modulen zijn de volgende.

Voorbeeld 3.7. Stel R = R1×R2, het product van twee ringen beide ongelijk
aan de nulring. Dan is R1 × 0 een projectief R-moduul. Er geldt namelijk
(R1 × 0)⊕ (0× R2) = R, dus hebben we via (3) van propositie 3.6 dat R1 × 0
projectief is. Daarentegen is R1×0 niet vrij over R. Voor r ∈ 0×R2 ⊂ R, geldt
namelijk dat r(R1 × 0) = 0.
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Voorbeeld 3.8. Een ander voorbeeld sluit aan bij ringentheorie. Bekend is dat
R = Z[

√
−5] is geen hoofdideaaldomein is. De afbeelding

Z[
√
−5]→ F2, a+ b

√
−5 7→ (a+ b) mod 2

is namelijk een surjectief homomorfisme waarvan de kern p = (2,
√
−5−1) geen

hoofdideaal is. Dus is p niet vrij over R van rang 1. Maar dan is p ook niet
vrij. Stel namelijk dat p ∼= R(I). Laat K = Q(

√
−5) zijn. Dan is K een R-

moduul en K is de localisatie van R bij de multiplicatief gesloten verzameling
S = R \ {0}. Voor K = S−1R en een R-moduul M hebben we een isomorfisme
K ⊗RM ∼= S−1M van R-modulen. Dit en het feit dat localisatie exact is, geeft
dat voor de exacte rij

0→ p→ R→ F2 → 0,

geldt dat de rij
0→ p⊗R K → K → F2 ⊗R K → 0

ook exact is. Hier geldt dat F2 ⊗R K ∼= 0, omdat het tensorproduct van een
torsiegroep met een deelbare groep 0 is. Met de exactheid van de rij, krijgen we
dan dat p⊗R K ∼= K, maar we hebben ook de K-vectorruimte isomorfismes

p⊗R K ∼= R(I) ⊗R K ∼= (R⊗R K)(I) ∼= K(I).

Dan zou I een verzameling van 1 element moeten zijn en p vrij zijn van rang 1.
Dan zou het ideaal echter een hoofdideaal zijn en dat geeft een tegenspraak.

Dus p = (2,
√
−5 − 1) is niet vrij over R. Wel is p een projectief moduul,

beschouw namelijk de afbeelding 2R ⊕ (
√
−5 − 1)R

+→ p, (x, y) 7→ x + y. Dit
geeft een exacte rij

0→ ker(+)→ 2R⊕ (
√
−5− 1)R

+→ p→ 0,

die splitst via de sectie

s : p→ 2R⊕ (
√
−5− 1)R, x 7→ (−2x, 3x).

Deze afbeelding is welgedefinieerd, want er geldt duidelijk −2x ∈ 2R, maar ook
3x ∈ (

√
−5 − 1)R. Er geldt namelijk p2 = 2R en dus (

√
−5 + 1)x ∈ 2R en

3x(
√
−5+1)
6 ∈ R. Dan volgt 3x√

−5−1
∈ R en dus is s welgedefinieerd en een sectie

omdat +◦s = idp. Dan geldt p⊕ker(+) ∼= 2R⊕(
√
−5−1)R, een vrij R-moduul.

Dus p is een niet-vrij projectief R-moduul.

3.2 Verandering van ring

Gegeven een ringhomomorfisme λ : R→ S is er een natuurlijke manier om van
een projectief R-moduul een projectief S-moduul te construeren. Dit is handig
om bewijzen te herleiden tot simpele gevallen.

Laat R en S twee ringen zijn en λ : R → S een ringhomomorfisme. Stel M
is een S-moduul, dan is M een R-moduul door de vermenigvuldiging rm voor
r ∈ R en m ∈M te definiëren als

rm := λ(r)m.
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Dus er bestaat een natuurlijke functor van de categorie SMod van S-modulen
naar de categorie RMod van R-modulen.

Andersom, bestaat er gegeven een ringhomomorfisme λ : R → S ook een na-
tuurlijke functor van RMod naar SMod. Stel M is een (links-)R-moduul. Dan
is M een R,Z-bimoduul en S is een S,R-bimoduul via λ. Dan is MS = S⊗RM
een S,Z-bimoduul, oftewel een (links-)S-moduul. Dus er bestaat een functor:

F : RMod→ SMod

M 7→ S ⊗RM = MS

(φ : M → N) 7→ (idS ⊗φ : MS → NS) .

Voor rechtsmodulen bestaat er analoog een functor van ModS naar ModR en
andersom van ModR naar ModS met behulp van het juiste tensorproduct.

Lemma 3.9. Zij λ : R → S een ringhomomorfisme en F een vrij R-moduul
met basis B. Dan is de afbeelding

FS = S ⊗R F → S(B)

s⊗

(∑
b∈B

rbb

)
7→ (rbs)b∈B

een S-lineair isomorfisme.

Bewijs. Omdat F een vrij R-moduul is met basis B, is FS = S ⊗R F een vrij
S-moduul met basis {1 ⊗ b | b ∈ B}. De afbeelding is duidelijk S-lineair en op
de bases kunnen we nagaan dat de inverse is gegeven door

S(B) → S ⊗R F

(sb)b∈B 7→
∑
b∈B

(sb ⊗ b).

Lemma 3.10. Zij λ : R → S een ringhomomorfisme en P een eindig voort-
gebracht projectief R-moduul. Dan is PS = S ⊗R P een eindig voortgebracht
projectief S-moduul.

Bewijs. Ten eerste is PS een eindig voortgebracht S-moduul. Een surjectieve
afbeelding Rn → P voor zekere n ∈ Z≥0 induceert namelijk een surjectieve
afbeelding Sn → PS omdat de functor S⊗R− rechtsexact is. Omdat P projectief
is en eindig voortgebracht, bestaat er een projectief moduul Q en een vrij eindig
voortgebracht R-moduul F zodat F = P ⊕Q. Dan geldt

FS = S ⊗R F = (S ⊗R P )⊕ (S ⊗R Q).

Met lemma 3.9 is FS een vrij S-moduul en dus is de directe som PS ⊕QS vrij.
Dan is PS een projectief S-moduul.
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3.3 Vrijheid van projectieve modulen over lokale ringen

Definitie 3.11. De ring R is een lokale ring, als R een uniek maximaal links-
ideaal heeft.

Stelling 3.12. Zij R een lokale ring. Dan is ieder eindig voortgebracht projectief
R-moduul vrij.

Voor lokale ringen zijn dus geen voorbeelden te geven van niet vrije projectieve
modulen, zoals in voorgaande paragrafen is gedaan. Kaplansky [6] heeft bewezen
dat elk projectief moduul over een lokale ring vrij is, maar deze sterkere variant
is in dit artikel echter geen benodigdheid. Wij geven een bewijs voor eindig
voortgebrachte modulen gebaseerd op het bewijs in T. Y. Lam [3].

Ten eerste herhalen we hieronder Nakayama’s Lemma, zie S. Lang [2] hoofdstuk
X, lemma 4.1. Het Jacobson radicaal J van een ring R is de doorsnede van alle
maximale linksidealen.

Lemma 3.13 (Nakayama’s Lemma). Zij R een ring en J het Jacobson radicaal
van R. Zij M een eindig voortgebracht R-moduul waarvoor geldt M = JM .
Dan geldt M = 0.

Voor een eindig voortgebracht projectief R-moduul, heeft dit lemma het vol-
gende gevolg.

Propositie 3.14. Zij Q een eindig voortgebracht R-moduul en P een eindig
voortgebracht projectief R-moduul. Zij γ ∈ HomR(Q,P ) en laat J het Jacob-
sonradicaal van R zijn. Beschouw de gëınduceerde afbeelding

γ̄ = idR/J ⊗γ : R/J ⊗R Q→ R/J ⊗R P.

Stel γ̄ is een isomorfisme. Dan is γ een isomorfisme.

Bewijs. De functor R/J ⊗R − is een rechtsexacte functor. Als quotiënt van P
is coker γ ook een eindig voortgebracht R-moduul. De functor toepassen op de
exacte rij

Q
γ→ P → coker γ → 0,

geeft de volgende exacte rij

(R/J )⊗R Q
γ̄→ (R/J )⊗R P → (R/J )⊗R coker γ → 0.

De exactheid geeft dan (R/J )⊗R coker γ ∼= coker γ̄ en omdat γ̄ een isomorfisme
is, geldt coker γ̄ = 0. Dan geldt dat 0 = (R/J )⊗R coker γ ∼= coker γ/J coker γ.
Dus geldt coker γ = J coker γ en Nakayama’s Lemma impliceert dan dat geldt
coker γ = 0. Daarmee is γ surjectief.
Beschouw de exacte rij

0→ ker γ → Q
γ→ P → 0.

Omdat P een projectief R-moduul is, heeft γ een rechtsinverse en splitst de rij.
Daarom is ker(γ) eindig voortgebracht en is de rij

0→ (R/J )⊗R ker γ → (R/J )⊗R Q
γ̄→ (R/J )⊗R P → 0
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ook exact. Vervolgens geeft de exactheid van de rij en het feit dat γ̄ een
isomorfisme is, dat (R/J ) ⊗R ker γ ∼= ker γ̄ = 0. Zo hebben we dus dat
0 = (R/J ) ⊗R ker γ ∼= ker γ/J ker γ. Dan impliceert Nakayama’s Lemma dat
geldt ker γ = 0. Dus γ is een isomorfisme.

Propositie 3.15. Laat P en Q eindig voortgebrachte projectieve R-modulen
zijn. Stel er geldt (R/J ) ⊗R Q ∼= (R/J ) ⊗R P als R/J -modulen. Dan geldt
Q ∼= P als R-modulen.

Bewijs. Stel P en Q zijn beide eindig voortgebrachte projectieve R-modulen en
stel dat g : (R/J )⊗RQ→ (R/J )⊗R P een R/J -lineair isomorfisme is. Er zijn
natuurlijke surjectiesQ→ (R/J )⊗RQ ∼= Q/JQ en P → (R/J )⊗RP ∼= P/JP .
Omdat Q een projectief R-moduul is, bestaat er een afbeelding γ ∈ HomR(Q,P )
zodanig dat het diagram

Q

(R/J )⊗R Q

P (R/J )⊗R P

γ

g

commuteert. De commutativiteit geeft dan dat γ̄ = g. Bovendien is g = γ̄ een
isomorfisme, dus geldt wegens propositie 3.14 dat γ een R-lineair isomorfisme
is en Q ∼= P als R-modulen.

Bewijs stelling 3.12. Voor een lokale ring R geldt dat het Jacobson radicaal J
gelijk is aan het unieke maximale linksideaal, zie S. Lang [2] hoofdstuk XVII
stelling 6.1. Dan is R/J een delingsring en daarmee is elk R/J -moduul vrij: uit
de lineaire algebra is namelijk bekend dat een vectorruimte over een delingsring
een basis heeft. Dus voor een eindig voortgebracht projectief R-moduul P geldt
dat (R/J ) ⊗R P isomorf is als R/J -moduul met een vrij R/J -moduul. Dan
geeft propositie 3.15 dat P isomorf is met een vrij R-moduul.

4 De rang van een projectief moduul

In deze paragraaf nemen we R een commutatieve ring. Noteer het spectrum van
R, oftewel de verzameling priemidealen van R, met SpecR. Voor een priemide-
aal p ⊂ R bedoelen we met Rp de localisatie van de ring R bij de multiplicatief
gesloten verzameling S = R \ p (dus S−1R = Rp). Evenzo is Mp voor een
R-moduul M de localisatie bij S = R \ p. De ring Rp is een lokale ring, waar
pp = {a/s : a ∈ p, s ∈ S = R \ p} het unieke maximale ideaal is.

Definitie 4.1. Zij R een commutatieve ring en M een eindig voortgebracht
R-moduul. De rang van M bij een priemideaal p is

rangM/R(p) := dimk(p)(k(p)⊗RM),

waar k(p) = Q(R/p) het quotiëntenlichaam van R/p is.
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De rang van een moduul is een functie

rangM/R : SpecR→ Z, p 7→ rangM/R(p).

Merk op dat voor R-modulen M,N en voor lokalisatie bij S geldt

S−1(M/N) ∼= S−1M/S−1N,

dus geldt de gelijkheid k(p) = Q(R/p) = Rp/pp.

Lemma 4.2. Zij R een commutatieve ring en p ⊂ R een priemideaal. Laat M
en N eindig voortgebrachte R-modulen zijn. Dan geldt

rangM⊕N/R(p) = rangM/R(p) + rangN/R(p).

Bewijs. Er geldt

k(p)⊗R (M ⊕N) ∼= (k(p)⊗RM)⊕ (k(p)⊗R N).

Lemma 4.3. Zij R een ring en M =
⊕

i∈I R een eindig voortgebracht vrij
R-moduul. Dan geldt voor alle priemidealen p ⊂ R dat

rangM/R(p) = #I.

Bewijs. Voor het R-moduul R geldt dimk(p)(k(p) ⊗R R) = dimk(p) k(p) = 1.
Wegens lemma 4.2 is de rang van M dan gelijk aan #I voor alle priemidealen
p ⊂ R.

Voorbeeld 4.4. Zij R een commutatieve ring, p ⊂ R een priemideaal en G een
eindige groep. Dan is R[G] een vrij R-moduul en er geldt R[G] =

⊕
σ∈GRσ.

Dan geldt dus met lemma 4.3 dat

rangR[G]/R(p) = #G.

Lemma 4.5. Zij R een commutatieve ring en M een eindig voortgebracht R-
moduul zodanig dat voor elk priemideaal p ⊂ R geldt rangM/R(p) = 0. Dan
geldt M = 0.

Bewijs. Voor een R-moduul M geldt dat M = 0 dan en slechts dan als voor
alle priemidealen p van R geldt Mp = 0. Voor ieder priemideaal p ⊂ R geldt
rangM/R(p) = 0 oftewel

dimk(p)(k(p)⊗RM) = 0.

Om die reden geldt k(p)⊗RM = 0, waar k(p) = Q(R/p) = Rp/pp. Voor ieder
priemideaal p ⊂ R geldt dat

0 = (k(p)⊗RM)p ∼= (k(p))p ⊗Rp
Mp = ((R/p)p)p ⊗Rp

Mp
∼= (R/p)p ⊗Rp

Mp.

Hiermee hebben we dus dat 0 = (Rp/pp) ⊗Rp
Mp
∼= Mp/(ppMp). Dan voldoet

Mp aan de voorwaarde van Nakayama’s Lemma, namelijk Mp = ppMp, en dus
geldt Mp = 0 voor ieder priemideaal p ⊂ R. Dus geldt M = 0.

13



Voor projectieve modulen hadden we voor de rang de volgende alternatieve
equivalente definitie kunnen geven, zoals deze wordt gegeven door T. Y. Lam in
[3]. Voor P een eindig voortgebracht projectief R-moduul geldt namelijk wegens
lemma 3.10 dat Pp

∼= Rp⊗R P eindig voortgebracht en projectief Rp-moduul is.
Omdat Rp een lokale ring is, volgt dan uit stelling 3.12 dat Pp een vrij eindig
voortgebracht moduul is.

Definitie 4.6. Zij R een commutatieve ring en P een eindig voortgebracht
projectief R-moduul. De rang van P bij een priemideaal p is

rangP/R(p) := rangRp
Pp,

de rang van Pp als vrij eindig voortgebracht Rp-moduul.

Dat deze definitie equivalent is met de vorige, kunnen we als volgt inzien. Zij
P een eindig voortgebracht projectief R-moduul en stel Pp

∼= (Rp)n voor een
zekere n ∈ Z≥0. Ook geldt rangP/R(p) = dimk(p)(k(p) ⊗R P ) = n omdat we
met behulp van lemma 3.9 de volgende k(p)-lineaire isomorfismes hebben:

k(p)⊗R P ∼= (k(p)⊗Rp
Rp)⊗R P ∼= k(p)⊗Rp

Pp
∼= k(p)⊗Rp

(Rp)n ∼= (k(p))n.

Deze definitie helpt met het bewijzen van het volgende lemma. Zij λ : R → S
een ringhomomorfisme van commutatieve ringen, dan induceert λ een afbeelding

SpecS → SpecR, p 7→ λ−1(p).

Lemma 4.7. Laat R en S commutatieve ringen zijn en λ : R → S een ring-
homomorfisme. Zij P een eindig voortgebracht projectief R-moduul. Dan is
het moduul PS = S ⊗R P een eindig voortgebracht projectief S-moduul en het
volgende diagram commuteert.

SpecR SpecS

Z
rangP/R rangPS/S

Bewijs. Het moduul PS = S ⊗R P is een eindig voortgebracht projectief S-
moduul wegens lemma 3.10. We gebruiken de volgende universele eigenschap
van lokalisatie. Laat T ⊂ R een multiplicatief gesloten verzameling zijn en
f : R → T−1R, r 7→ r

1 . Voor een ringhomomorfisme g : R → S met g(T ) ⊂ S∗,
bestaat er dan een uniek ringhomomorfisme h : T−1R→ S zo dat g = h ◦ f .

Laat q ⊂ S een priemideaal zijn en p = λ−1(q). Laat fp het ringhomomorfisme
fp : R→ Rp, r 7→ r

1 zijn en fq het ringhomomorfisme fq : S → Sq, s 7→ s
1 . Voor

fq ◦ λ : R→ Sq geldt, omdat λ(R \ p) ⊂ S \ q, dat

fq ◦ λ(T ) = fq ◦ λ(R \ p) ⊂ fq(S \ q) ⊂ S∗q .

Dan geeft de universele eigenschap van lokalisatie een afbeelding µ : Rp → Sq,
zo dat

14



R S

Rp Sq

λ

fp fq

µ

commuteert.

Nu willen we bewijzen dat rangP/R(p) = rangPS/S(q), oftewel dat

rangRp
Pp = rangSq

(PS)q.

Beschouw eerst (PS)q. Dit moduul is isomorf met PS ⊗S Sq en er geldt

(PS)q ∼= PS ⊗S Sq = (P ⊗R S)⊗S Sq
∼= P ⊗R (S ⊗S Sq) ∼= P ⊗R Sq.

Deze isomorfismes zijn Sq-lineair. Merk op dat hierbij Sq een R-moduul struc-
tuur heeft verkregen via de R-moduul structuur van S. Uit het bovenstaande
diagram en de afbeelding µ, wordt Sq een Rp-moduul. Dan is Sq hier een R-
moduul via de Rp-moduul structuur, maar omdat het bovenstaande diagram
commuteert, komt deze R-moduul structuur van Sq overeen met die hierboven.
Het tensorproduct van Pp

∼= P ⊗R Rp met Sq over Rp is een Sq-moduul en we
hebben de volgende Sq-lineaire isomorfismes:

Pp ⊗Rp
Sq
∼= (P ⊗R Rp)⊗Rp

Sq ∼= P ⊗R (Rp ⊗Rp
Sq) ∼= P ⊗R Sq.

Stel rangRp
Pp = n, oftewel Pp

∼= (Rp)n, dan geldt

(PS)q ∼= Pp ⊗Rp
Sq
∼= (Rp)n ⊗Rp

Sq
∼= (Rp ⊗Rp

Sq)n ∼= (Sq)n

en dus geldt rangSq
(PS)q = n. Dus de rangen zijn gelijk.

De rang is een functie van het spectrum naar Z. Het spectrum SpecR is een
topologische ruimte met de Zariski-topologie, waar de gesloten verzamelingen
gegeven worden door

V (I) = {p ∈ SpecR | p ⊃ I}

voor een ideaal I ⊂ R. Een basis voor de open verzamelingen wordt gegeven
door de verzamelingen

D(f) = {p ∈ SpecR | p 63 f},

voor f ∈ R. Het spectrum SpecR met deze topologie is compact.

Propositie 4.8. Zij P een eindig voortgebracht projectief R-moduul. Geef
SpecR de Zariski-topologie en Z de discrete topologie. Dan is de afbeelding
rangP/R : SpecR→ Z continu.

Nuttig voor het bewijs is het volgende lemma.

Lemma 4.9. Zij R een commutatieve ring, S een multiplicatief gesloten verza-
meling van R en M een eindig voortgebracht R-moduul. Dan geldt S−1M = 0
dan en slechts dan als er een s ∈ S bestaat zo dat sM = 0.
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Bewijs. Neem aan dat geldt sM = 0 voor een zekere s ∈ S en zij m
t ∈ S

−1M
willekeurig. Dan geldt 0 = sm = s(1m − t0), dus m

t = 0
1 . Dit geldt voor alle

m
t ∈ S

−1M , dus geldt S−1M = 0.

Laat m1, ...,mn ∈M voortbrengers zijn van M als R-moduul en stel S−1M = 0.
Dan geldt in het bijzonder voor alle i dat mi

1 = 0
1 en dus bestaat er voor alle i

een si ∈ S zo dat 0 = si(1mi− 1 · 0) = simi. Laat s = s1 · · · sn ∈ S het product
van alle si zijn en m =

∑n
i=1 rimi ∈ M willekeurig. Dan geldt sm = 0, omdat

R commutatief is en s
∑n
i=1 rimi =

∑n
i=1 rismi = 0. Dus geldt voor deze s ∈ S

dat sM = 0.

Bewijs propositie 4.8. Stel rangP/R(p) = n voor een zekere n ∈ Z. Omdat

{n} ⊂ Z open is, willen we dat (rangP/R)−1(n) open is in SpecR.
Het Rp-moduul Pp

∼= Rp⊗R P is een vrij moduul. Laat p1
s1
, ..., pnsn voortbrengers

zijn van Pp als Rp-moduul met pi ∈ P en si ∈ R \ p. Omdat de si eenheden
zijn in de ring Rp, is ook p1

1 , ...,
pn
1 een basis voor Pp als Rp-moduul. Beschouw

de R-lineaire afbeelding
f : Rn → P, ei 7→ pi

waar ei de standaard i-de basisvector is. Met deze definitie is de gëınduceerde
afbeelding fp : (Rp)n → Pp een isomorfisme. Daarom geldt (coker(f))p = 0 en
met lemma 4.9 bestaat er een s ∈ R \ p zo dat s(coker(f)) = 0. Lokalisatie bij
de multiplicatief gesloten verzameling {1, s, s2, ...} geeft bij de volgende exacte
rij

0→ ker(f)→ Rn → P → coker(f)→ 0,

de exacte rij

0→ (ker(f))s → Rns → Ps → (coker(f))s → 0.

Lemma 4.9 geeft dan dat (coker(f))s = 0, dus de afbeelding fs : Rns → Ps
is surjectief. Hetzelfde argument kunnen we toepassen op ker(fs). Omdat Ps
een projectief Rs-moduul is, splitst de afbeelding fs en is ker(fs) een eindig
voortgebracht Rs-moduul. Er geldt {1, s, s2, ...} ⊂ R \ p en dus induceert fs
ook het isomorfisme fp : (Rp)n → Pp. Daarmee geldt (ker(fs))p = 0. Wegens
lemma 4.9 bestaat er dan een t ∈ R \ p zo dat t(ker(fs)) = 0. Beschouw nu
u = st ∈ R \ p. Localisatie bij {1, u, u2, ...} voor de exacte rij

0→ (ker(f))s → Rns → Ps → 0

levert dan
0→ (ker(f))u → Rnu → Pu → 0.

Lemma 4.9 geeft 0 = (ker f)u, dus fu : Rnu → Pu is een isomorfisme.

Dan geldt Rnq
∼= Pq voor alle priemidealen q zo dat u ∈ R \ q oftewel zo dat

u /∈ q. Dan geldt rangP/R(q) = n voor alle q ∈ D(u). Dus is rangP/R constant
n op de open verzameling D(u) en dus is rangP/R continu.

Het spectrum R kan in verband worden gebracht met de idempotenten van R.

Lemma 4.10. Zij R 6= 0 een commutatieve ring. Dan zijn equivalent

1. SpecR is niet samenhangend;
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2. R heeft een idempotent ongelijk aan 0 en 1;

3. R ∼= R1×R2 waar zowel R1 als R2 een commutatieve ring is ongelijk aan
de nulring.

Bewijs. Voor de implicatie 3 ⇒ 1, neem aan dat R ∼= R1 × R2 waar zowel R1

als R2 een commutatieve ring is ongelijk aan de nulring. Beschouw de idealen
R1 × 0 en 0×R2. Dan geldt

V (R1 × 0) ∪ V (0×R2) = V ((R1 × 0) ∩ (0×R2)) = V (0) = SpecR,

en
V (R1 × 0) ∩ V (0×R2) = V ((R1 × 0) + (0×R2)) = V (R) = ∅.

Dan is SpecR de vereniging van twee gesloten disjuncte niet-lege verzamelingen
V (R1 × 0) en V (0×R2) en is dus niet samenhangend.

Voor de implicatie 1 ⇒ 2, neem aan dat SpecR niet samenhangend is. Dan is
SpecR de disjuncte vereniging van twee niet-lege gesloten verzamelingen V (a)
en V (b) voor a, b ⊂ R idealen. Dan geldt

V (1) = ∅ = V (a) ∩ V (b) = V (a + b).

Het feit dat V (a + b) = V (1) impliceert dat het radicaal r(a + b) gelijk is aan
r(1) = (1) = R, dus geldt a + b = (1). Kies a ∈ a en b ∈ b zo dat a + b = 1.
Ook geldt

SpecR = V (a) ∪ V (b) = V (a · b) = {p ∈ SpecR | ab ⊂ p},

dus ab ⊂ p voor alle p ∈ SpecR en ab ⊂ N , waar N het nilradicaal is van R.
Dan geldt ab ∈ N en dus bestaat er een n ≥ 1 zodanig dat (ab)n = 0. Beschouw
(an) + (bn). Omdat a ∈ r(an) en b ∈ r(bn), geldt r(an) + r(bn) = (1) en dus
geldt (an) + (bn) = (1). Daarom bestaat er een e ∈ (an) zo dat e+ (1− e) = 1
met 1− e ∈ (bn). Dan geldt e− e2 = e(1− e) ∈ (an)(bn) = (ab)n = (0) en dus
geldt e = e2 en is e een idempotent. Stel e = 1, dan geldt 1 ∈ (an) en 1 ∈ a,
een tegenspraak. Stel e = 0, dan geldt 1 − e = 1 en 1 ∈ (bn) en 1 ∈ b, een
tegenspraak. Dus e ∈ R is een idempotent ongelijk aan 0 en 1.

Voor de laatste implicatie, 2⇒ 3, neem aan dat e ∈ R een idempotent is ongelijk
aan 0 of 1. Zoals eerder gezien, is 1−e dan ook een idempotent ongelijk aan 0 of
1, dus e, 1−e /∈ R∗. De idealen (e) 6= R en (1−e) 6= R zijn onderling ondeelbaar,
want er geldt (e) + (1− e) = R. Dan volgt met de Chinese Reststelling dat

φ : R→ R/(e)×R/(1− e)

een surjectief ringhomomorfisme is met kern (e)(1 − e) = (e) ∩ (1 − e) = (0).
Dan is φ een isomorfisme en geldt R ∼= R/(e)×R/(1− e), waar zowel R/(e) als
R/(1− e) ongelijk is aan de nulring.

Dit lemma houdt in dat een ring R een samenhangend spectrum heeft dan
en slechts dan als R niet de nulring is en geen idempotenten heeft ongelijk
aan 0 of 1. We noemen een commutatieve ring R samenhangend als geldt
# Id(R) = 2. De samenhangendheid van het spectrum heeft voor de continue
functie rangP/R : SpecR→ Z het volgende gevolg.
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Gevolg 4.11. Zij R 6= 0 een commutatieve ring en stel dat 0 en 1 de enige
idempotenten zijn in R. Dan heeft elk eindig voortgebracht projectief R-moduul
P constante rang, d.w.z. rangP/R : SpecR→ Z is constant.

Bijvoorbeeld voor een lokale commutatieve ring R geldt dat alle projectieve R-
modulen P constante rang hebben. Voor een lokale niet per se commutatieve
ring R geldt namelijk het volgende.

Lemma 4.12. Zij R een lokale ring. Dan heeft R geen idempotenten ongelijk
aan 0 en 1.

Bewijs. Stel e ∈ R is een idempotent. Dan is ook 1 − e is een idempotent
ongelijk aan 0 en 1. Voor een lokale ring R geldt dat niet-eenheden gesloten
zijn onder optelling, zie T. Y. Lam [4] hoofdstuk 7 stelling 19.1. Omdat geldt
e+ 1− e = 1, is de som van e en 1− e een eenheid en is dus een van beide een
eenheid. Daarentegen hebben we dat e(1 − e) = 0 en dan volgt dat e of 1 − e
gelijk is aan 0.

5 Een lokale groepenring

Definitie 3.11 geeft dat een ring lokaal is wanneer deze een uniek maximaal
linksideaal heeft.

Stelling 5.1. Zij p een priem, k een lichaam van karakteristiek p en G een
eindige p-groep. Dan is de groepenring k[G] lokaal.

Ten eerste kunnen we voor een groepenring k[G] als in de stelling een maximaal
ideaal aanwijzen.

Definitie 5.2. Zij G een groep en k een ring. De augmentatie-afbeelding is het
ringhomomorfisme

iG : k[G]→ k,
∑
σ∈G

aσσ 7→
∑
σ∈G

aσ.

De kern IG = ker iG heet het augmentatie-ideaal.

De afbeelding iG is surjectief. Als k een lichaam is, dan is de kern IG een
maximaal ideaal in k[G] omdat geldt k[G]/IG ∼= k, een lichaam.

Lemma 5.3. Zij G een groep en k een ring. Laat S ⊂ k[G] de verzameling
{σ−1 | σ ∈ G} zijn. Dan geldt IG = (S), het linksideaal voortgebracht door S.

Bewijs. Ten eerste hebben we dat S ⊂ IG, omdat voor alle σ ∈ G geldt
iG(σ− 1) = 1− 1 = 0. Omdat iG een ringhomomorfisme is, volgt dat (S) ⊂ IG.
Voor de andere inclusie, zij

∑
σ∈G aσσ ∈ IG. Dan geldt

∑
σ∈G aσ = 0 en∑

σ∈G
aσσ =

∑
σ∈G

aσσ −
∑
σ∈G

aσ =
∑
σ∈G

aσ(σ − 1) ∈ (S).

Dus geldt IG ⊂ (S) en IG = (S).
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Lemma 5.4. Zij k een ring, G een groep en H een normale ondergroep van G.
Laat π : G → G/H het natuurlijke groepshomomorfisme zijn. Dan induceert π
een k-lineair ringhomomorfisme

π′ : k[G]→ k[G/H],
∑
σ∈G

aσσ 7→
∑
σ∈G

aσπ(σ)

waarvoor geldt kerπ′ = (IH) = k[G] · IH , het linksideaal voortgebracht door IH .

Bewijs. Omdat π een groepshomomorfisme is, geldt dat π′ een ringhomomor-
fisme is, welke duidelijk k-lineair is.

Voor τ ∈ H, geldt π′(τ − 1) = 0. Dus de voortbrengers van IH , zie lemma 5.3,
zijn elementen van kerπ′. Omdat π′ een ringhomomorfisme is, geldt dan dat
IH ⊂ kerπ′ en k[G] · IH ⊂ kerπ′.

Om de inclusie kerπ′ ⊂ k[G] · IH te bewijzen, stel x =
∑
σ∈G aσσ ∈ kerπ′. Laat

P een verzameling representanten zijn van de linkernevenklassen G/H. Dan
geldt

x =
∑
σ∈G

aσσ =
∑
ρ∈P

ρ

(∑
τ∈H

aρ,ττ

)
voor zekere aρ,τ ∈ k. Omdat voor iedere τ ∈ H geldt π′(τ) = 1, geldt

0 = π′(x) =
∑
ρ∈P

π′(ρ)

(∑
τ∈H

aρ,τ

)
.

Voor verschillende representanten ρ1, ρ2 geldt π′(ρ1) 6= π′(ρ2), dus hebben we
dat voor elke ρ ∈ P moet gelden

∑
τ∈H aρ,τ = 0. Dus geldt

∑
τ∈H aρ,ττ ∈ IH

voor iedere ρ ∈ P en x ∈ k[G] · IH .

Bewijs stelling 5.1. We bewijzen we met inductie naar n dat voor alle n ≥ 0
geldt dat (IG)p

n

= (0) voor een eindige p-groep G met orde #G = pn.

Voor n = 0, geldt G = {1} en IG = 0. Stel n = 1 en #G = p. Dan is G
een cyclische groep van orde p en daarmee een abelse groep. Laat a ∈ G een
voortbrenger van G zijn. Nu geldt dat S gelijk is aan {σ− 1 | σ ∈ G} = (a− 1),
het ideaal voortgebracht door a− 1. Bij uitdelen naar het ideaal (a− 1) krijgen
we namelijk a ≡ 1 mod (a − 1) en dus ak ≡ 1 mod (a − 1) voor 0 < k ≤ p.
Het lichaam k heeft karakteristiek p, dus er geldt dat (a − 1)p = ap − 1 =
1 − 1 = 0 ∈ k[G]. Daarom geldt voor x ∈ IG = (a − 1) dat xp = 0 en
(IG)p = (k[G] · (a− 1))p = (0).

Zij G een eindige p-groep met #G = pn voor n ≥ 1. Uit de theorie voor eindige
p-groepen halen we dat het centrum Z(G) van G niet triviaal is, zie hiervoor
bijvoorbeeld S. Lang [2] hoofdstuk I stelling 6.5. Dan is Z(G) een groep met
orde pk voor k ≥ 1 en dus geeft de stelling van Cauchy dat Z(G) een ondergroep
H heeft van orde p. Deze ondergroep H is normaal in G. Beschouw voor deze
H ⊂ G het groepshomomorfisme π : G→ G/H en het gëınduceerde surjectieve
ringhomomorfisme

π′ : k[G]→ k[G/H],
∑
σ∈G

aσσ 7→
∑
σ∈G

aσπ(σ).
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Merk op dat π′(IG) ⊂ IG/H , omdat de samenstelling iG/H ◦ π′ gelijk is aan de
augmentatie-afbeelding iG. Omdat G/H een eindige p-groep is met orde pn−1,

volgt met de inductiehypothese dat (IG/H)p
n−1

= (0) en dus (IG)p
n−1 ⊂ kerπ′.

Wegens lemma 5.4 geldt kerπ′ = k[G] · IH en daarmee hebben we dat

k[G]/(k[G] · IH) ∼= k[G/H].

De inductiehypothese voor H geeft dat (IH)p = (0). Omdat H ⊂ Z(G), geldt
IH ⊂ Z(k[G]) en commuteert IH met elementen van de ring k[G]. Daarmee volgt

(kerπ′)p = (k[G] · IH)p = k[G](IH)p = (0). Omdat we hadden (IG)p
n−1 ⊂ kerπ′

volgt de gewenste conclusie (IG)p
n

= (0).

Hieruit volgt dat k[G] lokaal is: het augmentatie-ideaal IG is nilpotent en dus is
deze bevat in elk maximaal linksideaal, zie S. Lang [2] hoofdstuk XVII stelling
6.1. Echter IG is zelf een maximaal linksideaal en daarom is IG het unieke
maximale linksideaal van k[G].

6 Idempotenten in groepenringen

6.1 Idempotenten in een groepenring over een samenhan-
gende ring

We kunnen nu stelling 1.1 bewijzen, die we voor het gemak van de lezer herhalen.

Stelling 6.1. Zij R een commutatieve ring en G een eindige groep. Dan geldt
# Id(R[G]) = 2 dan en slechts dan als # Id(R) = 2 en voor iedere priem p met
p|#G geldt p · 1 /∈ R∗.

Gevolg 4.11 geeft dat als # Id(R) = 2, de functie rangP/R voor een eindig
voortgebracht projectief R-moduul P constant is. Noteer rangP/R voor het
gehele getal waarvoor geldt rangP/R(p) = rangP/R voor alle priemidealen p ⊂ R.
Het bewijs van stelling 6.1 berust dan op de volgende stelling.

Stelling 6.2. Stel # Id(R) = 2 en voor iedere priem p met p|#G geldt p·1 /∈ R∗.
Zij P een eindig voortgebracht projectief R[G]-moduul. Dan is P een eindig
voortgebracht projectief R-moduul en #G| rangP/R.

Bewijs. Zij P een eindig voortgebracht projectief R[G]-moduul. Dan bestaat
er wegens propositie 3.6 een R[G]-moduul Q zodat P ⊕ Q ∼= R[G](I) voor een
eindige verzameling I. OmdatR[G] vrij en eindig voortgebracht is alsR-moduul,
volgt dan dat P ⊕Q ∼= R[G](I) ∼= R(J) voor een eindige verzameling J . Dan is
P dus een eindig voortgebracht projectief R-moduul.

Het bewijs van #G| rangP/R wordt gegeven in drie stappen. Ten eerste is de
stelling waar als R = k een lichaam van karakteristiek p met p een priem en G
een p-groep. De ring k[G] is namelijk lokaal, dus een projectief k[G]-moduul P
is een vrij moduul. Ook is k[G] een vrij k-moduul met rangk[G]/k = #G. Dus
P is een vrij k-moduul met #G| rangP/k.

De tweede stap bewijst dat de stelling waar is voor G 6= 1 een p-groep en een
ring R zoals in de stelling. Voor G een p-groep, beschouw het ideaal (p ·1) ⊂ R.
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Omdat p · 1 /∈ R∗, geldt (p · 1) 6= R. Dus (p · 1) is bevat in een maximaal ideaal
m. Laat K = R/m het restklasselichaam zijn, dan is de karakteristiek van K
gelijk aan p. Lemma 4.7 geeft dat het diagram

SpecR SpecK = {(0)}

Z
rangP/R rangPK/K

commuteert. De ringen R[G] en K zijn R-algebra’s, dus is het tensorproduct
K ⊗R (R[G]) ook een R-algebra en ring. Het moduul PK = K ⊗R P is dan
een K ⊗R (R[G])-moduul. Uit lemma 3.9 halen we een K-lineair isomorfisme
K ⊗RR[G] ∼= K[G]. Voor PK hebben we dan de volgende K ⊗R (R[G])-lineaire
en dus K[G]-lineaire isomorfismes

K ⊗R P ∼= K ⊗R (R[G]⊗R[G] P ) ∼= (K ⊗R R[G])⊗R[G] P ∼= K[G]⊗R[G] P.

Dan is PK met lemma 3.10 een eindig voortgebracht en projectief K[G]-moduul.
Dan geldt met de eerste stap dat #G| rangPK/K en het commutatieve diagram
geeft dan dat ook #G| rangP/R.

Als laatste is de stelling zoals beschreven waar. Stel p|#G priem willekeu-
rig. Laat Sp een Sylow-p-ondergroep zijn van G en P een eindig voortge-
bracht projectief R[G]-moduul. Dan geldt dat P ook projectief is als R[Sp]-
moduul, want R[G] is vrij als R[Sp]-moduul. Dan geldt met het bovenstaande
dat #Sp| rangP/R. Omdat voor iedere priem p dus geldt #Sp| rangP/R, volgt
#G = (

∏
p|#G #Sp)| rangP/R.

Bewijs stelling 6.1. Stel # Id(R[G]) = 2. Dan bewijzen we # Id(R) = 2 en dat
voor elke priem p met p|#G geldt p · 1 /∈ R∗. Wegens de natuurlijke inclusie
Id(R) ⊂ Id(R[G]) geldt dan ook dat # Id(R) ≤ 2. Als zou gelden # Id(R) = 1,
dan geldt R = 0 en dus R[G] = 0 maar dan zou gelden # Id(R[G]) = 1; een
tegenspraak. Dus hebben we dat # Id(R) = 2. Stel p is een priem met p|#G
waarvoor geldt p · 1 ∈ R∗. De Stelling van Cauchy geeft dat G een ondergroep
van orde p bevat. Laat H ⊂ G een ondergroep zijn van orde p. Dan geldt dat

e = p−1
∑
σ∈H

σ

een idempotent is van R[G] ongelijk aan 0 of 1, omdat dit element ook voor een
σ ∈ H,σ 6= 1 een coëfficient heeft ongelijk aan 0 en omdat geldt(
p−1

∑
σ∈H

σ

)2

= p−1

p−1

(∑
σ∈H

σ

)2
 = p−1

(
p−1

(
#H

∑
σ∈H

σ

))
= p−1

∑
σ∈H

σ.

Dit bewijst de implicatie van links naar rechts.

Stel nu dat R een ring is zo dat geldt # Id(R) = 2 en voor iedere priem p met
p|#G geldt p · 1 /∈ R∗. Zij e ∈ Id(R[G]) een willekeurige idempotent, dan geldt

R[G] = R[G]e⊕R[G](1− e).
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Een element x ∈ R[G] kan namelijk geschreven worden als x = x · e+ x · (1− e)
en daarnaast geldt R[G]e∩R[G](1−e) = 0 want e(1−e) = 0. Dan zijn R[G]e en
R[G](1−e) met propositie 3.6 eindig voortgebrachte projectieve R[G]-modulen.
We weten dat rangR[G]/R = #G en met lemma 4.2 volgt dat geldt

rangR[G]e/R + rangR[G](1−e)/R = #G.

Uit stelling 6.2 volgt nu dat geldt #G| rangR[G]e/R en #G| rangR[G](1−e)/R. De
vergelijking geeft dan dat een van beide rangen gelijk moet zijn aan 0. Neem
aan dat rangR[G]e/R = 0. Dan geldt met lemma 4.5 dat R[G]e = 0 en dus dat
e = 0. Als rangR[G](1−e)/R = 0, dan volgt dat e = 1. Dus geldt e = 0 óf e = 1
en dus geldt # Id(R[G]) = 2.

6.2 Idempotenten in groepenringen

Voor een niet per se samenhangende ring R en een eindige groep G is een nodige
en voldoende voorwaarde voor Id(R[G]) = Id(R) gegeven door stelling 1.2 die
we hier herhalen.

Stelling 6.3. Zij R een commutatieve ring en G een eindige groep. Dan geldt
Id(R) = Id(R[G]) dan en slechts dan als voor iedere e ∈ Id(R)\{1} en voor elke
priem p|#G geldt pR+ eR 6= R.

Merk op dat voor R gelijk aan de nulring de verzameling Id(R) \ {1} leeg is
en daarmee de eis aan de rechter zijde een lege eis is. Maar voor R = 0 geldt
R[G] = 0 en daarmee geldt ook dan dat Id(R) = Id(R[G]).

In het bewijs van deze stelling gebruiken we het begrip noethers. Een commu-
tatieve ring R heet noethers als er geen oneindige stijgende keten

I0 ( I1 ( I2 ( ...

van idealen in R bestaat. Een commutatieve ring R is noethers dan en slechts
dan als ieder ideaal in R door een eindige verzammeling S ⊂ R wordt voortge-
bracht. Voor theorie over noetherse ringen, zie hoofstuk 7 in [1]. Een belangrijke
stelling hieruit is de basisstelling van Hilbert (Hilbert’s Basis Theorem).

Stelling 6.4 (Basisstelling van Hilbert). Zij R een noetherse ring. Dan is de
polynoomring R[X] noethers.

Als een commutatieve ring R noethers is, dan volgt met inductie dat de ring
R[X1, ..., Xn] ook noethers is.

Lemma 6.5. Zij A een noetherse ring. Dan is Id(A) een eindige verzameling
en dan geldt A ∼=

∏
i∈I Ai, een eindig product van samenhangende ringen Ai.

Bewijs. Ten eerste geldt dat A slechts eindig veel idempotenten heeft. Stel
namelijk dat Id(A) oneindig veel elementen bevat. Dan heeft A zeker een
idempotent ongelijk aan 0 of 1 en dan geeft lemma 4.10 dat A ∼= A1 × B1

waar zowel A1 als B1 een ring ongelijk aan de nulring is. Omdat er geldt
# Id(A) = # Id(A1) ·# Id(B1), heeft A1 of B1 oneindig veel idempotenten. Stel
zonder de algemeenheid te schaden dat A1 oneindig veel idempotenten heeft.
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De projectie π1 : A1×B1 → A1 naar A1 is een surjectief ringhomomorfisme met
kern 0×A2 en dus met een kern ongelijk aan 0. Beschouw de compositie

g1 : A
∼→ A1 ×B1

π1→ A1

en laat I1 = ker g1 zijn.

Omdat A1 oneindig veel idempotenten heeft, kunnen we het bovenstaande voor
A1 herhalen. Dan geldt A1

∼= A2 × B2 waar A2 oneindig veel idempotenten
heeft en B2 niet de nulring is. Definiëer de afbeelding

g2 : A1
∼→ A2 ×B2

π2→ A2

en laat I2 = ker(g2 ◦ g1) zijn. Dan geldt I1 ( I2, want er is een inclusie
ker g1 ⊂ ker(g2 ◦ g1) maar geen gelijkheid want ker g2 = 0×B2 6= 0.

Dit proces herhalen geeft een oneindige stijgende keten van idealen in A

I1 ( I2 ( I3 ( ... .

Dan is A dus niet noethers. Dit bewijst dat voor een noetherse ring A geldt dat
het aantal idempotenten in A eindig is. Het bewijs dat A isomorf is met een
product van een eindig aantal samenhangende ringen gaat met inductie naar
# Id(A). Stel # Id(A) = m. Voor m = 1 is A de nulring, welke gelijk is aan
het lege product

∏
i∈∅Ri van nul samenhangende ringen. Voor m = 2 is A

een samenhangende ring en dus een product van eindig veel samenhangende
ringen. Stel m > 2, dan heeft A een idempotent ongelijk aan 0 of 1 en dus volgt
met lemma 4.10 dat A ∼= R1 × R2 waar zowel R1 als R2 een ring is ongelijk
aan de nulring. Dan geldt # Id(R1) 6= 1 6= # Id(R2) en met de gelijkheid
# Id(A) = # Id(R1) · # Id(R2) volgt dat # Id(R1) < m en # Id(R2) < m.
Merk op dat dan wegens het bovenstaande zowel R1 als R2 noethers is. Met
de inductiehypothese volgt dan dat R1

∼=
∏n1

i=1Bi en R2
∼=
∏n2

j=1 Cj waar de
Bi en Cj samenhangende ringen zijn. Daarmee hebben we bewezen dat geldt
A ∼= R1 × R2

∼=
∏n1

i=1Bi ×
∏n2

j=1 Cj
∼=
∏n
i=1Ai voor samenhangende ringen

Ai.

Naast het begrip van een noetherse ring, gaan we ook het volgende begrip
gebruiken.

Definitie 6.6. Zij R een commutatieve ring. De ring R is van eindig type als
een een eindige verzameling {x1, ..., xn} ⊂ R bestaat die de ring R voortbrengt.
Dat wil zeggen dat ieder element van R geschreven kan worden als polynoom in
x1, ..., xn met coëfficiënten in Z.

Equivalent met de bovenstaande definitie is te zeggen dat een ring van eindig
type is als er een surjectief homomorfisme bestaat Z[X1, ..., Xn] → R. Dan
geldt R ∼= Z[X1, ..., Xn]/I waar I de kern van het homomorfisme is. De ring Z
is noethers en de basisstelling van Hilbert geeft dan dat de ring Z[X1, ..., Xn]
noethers is. Dan is het quotient Z[X1, ..., Xn]/I ook noethers en dus is een ring
R van eindig type een noetherse ring.
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Bewijs stelling 6.3. Stel er bestaat een e ∈ Id(R) \ {1} en een priem p met
p|#G zodanig dat pR+ eR = R. Zoals gebruikt in lemma 4.10 geeft de Chinese
Reststelling een ringisomorfisme

R
∼→ R/eR×R/(1− e)R.

Deze afbeelding induceert een isomorfisme

φ : R[G]
∼→ (R/eR)[G]× (R/(1− e)R)[G].

In de ring R/eR geldt dat p ∈ (R/eR)∗ omdat geldt pR+ eR = R. Laat H ⊂ G
een ondergroep zijn van orde p. Dan is het element p−1

∑
σ∈H σ net als in het

bewijs van stelling 6.1 een idempotent in (R/eR)[G] ongelijk aan 0 of 1. Dan is
het element (p−1

∑
σ∈H σ, 1) een idempotent in (R/eR)[G] × (R/(1 − e)R)[G],

welke via het isomorfisme een idempotent geeft in R[G]. Deze ligt echter niet in
R, want stel x ∈ R ⊂ R[G]. Dan geldt dat φ(x) = ((x+ eR), (x+ (1− e)R)) en
de eerste term hier (x+ eR) = (x+ eR) · 1 ∈ (R/eR)[G] heeft alleen voor 1 ∈ G
een niet-nul coëfficient. Dit bewijst Id(R) 6= Id(R[G]) en de eerste implicatie.

Voor de tweede implicatie, neem aan dat voor alle e ∈ Id(R) \ {1} en voor elke
priem p|#G geldt pR + eR 6= R. Er is een natuurlijke inclusie R ⊂ R[G] en
daarmee een inclusie Id(R) ⊂ Id(R[G]). Wat nog bewezen moet worden, is dat
voor iedere e ∈ Id(R[G]) geldt e ∈ Id(R). We bouwen het bewijs hiervan in drie
stappen op. Ten eerste hebben we dat voor een samenhangende ring R geldt
# Id(R) = 2 = # Id(R[G]) met stelling 6.1 en dan volgt dat Id(R) = Id(R[G]).
Voor de tweede stap, laat R ∼=

∏n
i=1Ri het product van een eindig aantal

samenhangende ringen Ri zijn. Dan geldt dat R[G] =
∏n
i=1(Ri[G]). Voor twee

ringen R1, R2 geldt # Id(R1 ×R2) = # Id(R1) ·# Id(R2) en dan volgt dat

# Id(

n∏
i=1

Ri) =

n∏
i=1

# Id(Ri) = 2n =

n∏
i=1

# Id(Ri[G]) = # Id(

n∏
i=1

(Ri[G])).

Dan geldt ook voor een ring R =
∏n
i=1Ri dat # Id(R) = # Id(R[G]) en dus

Id(R) = Id(R[G]).

Als derde en laatste stap, beschouw een willekeurige commutatieve ring R die
voldoet aan de voorwaarden. Zij e =

∑
σ∈G aσσ ∈ Id(R[G]). Laat R′ ⊂ R de

deelring zijn voortgebracht door {aσ}σ∈G. Dan is R′ van eindig type en dus een
noetherse ring.

Dan volgt uit lemma 6.5 dat R′ ∼=
∏n
i=1Ri voor Ri samenhangende ringen.

Voor deze ring weten we dus al dat geldt Id(R′) = Id(R′[G]). Omdat voor de
idempotent e geldt e ∈ R′[G], geldt dus ook dat e ∈ Id(R′). Dus hebben we dat
e ∈ Id(R).
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