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1
I N L E I D I N G

Zij G een groep. We noemen G oplosbaar als er een niet-negatief geheel
getal t bestaat en een keten van ondergroepen

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = {1},

zodanig dat voor alle i = 0, . . . , t − 1 de groep Gi+1 normaal is in
Gi en Gi/Gi+1 abels is. In deze bachelorscriptie zullen wij onze aan-
dacht vestigen op een specifieke klasse van oplosbare groepen, de
zogenaamde hyperoplosbare groepen.

Een groep G heet hyperoplosbaar wanneer er een keten zoals hier-
boven bestaat met de aanvullende eigenschappen dat voor alle i =
0, . . . , t− 1 de groep Gi+1 normaal is in de hele groep G en Gi/Gi+1
cyclisch is. Wij zullen ons in deze verhandeling voornamelijk beper-
ken tot eindige hyperoplosbare groepen.

In hoofdstuk 2 behandelen we een aantal basiseigenschappen van
hyperoplosbare groepen. Vervolgens zullen we de relatie van hyper-
oplosbare groepen met p-groepen bestuderen. Een p-groep (p is een
priemgetal) is een groep waarvan de orde gelijk is aan pi met i een
niet-negatief geheel getal. We zullen zien dat elke p-groep hyperop-
losbaar is, en dat een hyperoplosbare groep isomorf is met een her-
haald semidirect product van eindig veel p-groepen. Wat we onder een
herhaald semidirect product verstaan zullen we in hoofdstuk 3 uit-
leggen, en we laten zien dat dit begrip een natuurlijke generalisatie
is van een semidirect product van twee groepen. Een van de hoofd-
resultaten van deze scriptie beschrijft welke herhaalde semidirecte
producten hyperoplosbaar zijn.

Voor een groep G kunnen we inductief ondergroepen G(0),G(1), . . .
definiëren door G(0) = G en G(i+1) = [G(i),G(i)]. Dan geldt: G is
oplosbaar dan en slechts dan als er een niet-negatief geheel getal t be-
staat waarvoor G(t) = {1}. De vraag rijst of er een vergelijkbare toets
bestaat of een groep hyperoplosbaar is. In de literatuur [1] kan men
een toets vinden die voor een eindige groep G uitgaande van de trivi-
ale ondergroep {1} een keten van stijgende ondergroepen construeert
met de volgende eigenschap: G is hyperoplosbaar dan en slechts dan
als G in deze keten voorkomt.

In hoofdstuk 4 zullen wij een toets voor eindige groepen presente-
ren waarmee we de zaken van ‘bovenaf’ aanpakken. Dat wil zeggen
dat wij uitgaan van een eindige groep G en vervolgens een keten
van dalende ondergroepen construeren die de volgende eigenschap
heeft: G is hyperoplosbaar dan en slechts dan als {1} in onze keten
voorkomt.
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2
H Y P E R O P L O S B A A R H E I D E N S Y L O W FA M I L I E S

2.1 eigenschappen van hyperoplosbare groepen

Een groep G heet hyperoplosbaar als er een t ∈ Z, t > 0 en een keten
van ondergroepen van G

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = {1}

bestaan zodanig dat voor alle i ∈ {0, . . . , t − 1} geldt: Gi � G en
Gi/Gi+1 is cyclisch. Een dergelijke keten noemen we een hyperoplos-
baarheidsketen van G.

Lemma 2.1. Laat G hyperoplosbaar zijn en

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = {1}

een hyperoplosbaarheidsketen van G. Laat H,N ⊆ G ondergroepen
zijn en N � G. Dan geldt:

i. De groep H is hyperoplosbaar en de keten van ondergroepen

H = H∩G0 ⊇ H∩G1 ⊇ . . . ⊇ H∩Gt = {1}

is een hyperoplosbaarheidsketen van H.

ii. De groep G/N is hyperoplosbaar en de keten van ondergroepen

G/N = (NG0)/N ⊇ (NG1)/N ⊇ . . . ⊇ (GtN)/N = N/N

is een hyperoplosbaarheidsketen van G/N.

Bewijs. Het bewijs is rechttoe rechtaan en wordt aan de lezer overge-
laten.

Propositie 2.2. Elke eindige nilpotente groep G is hyperoplosbaar.

Bewijs. Zij n = #G. We geven een bewijs met behulp van volledige
inductie naar n. Voor n = 1 is de stelling triviaal, neem daarom aan
dat n > 1. Merk op dat Z(G) 6= {1} en kies een niet-triviaal element
z ∈ Z(G). Uit de inductiehypothese volgt dat G/〈z〉 een hyperoplos-
baarheidsketen heeft. Van de ondergroepen die in deze keten voorko-
men kunnen we het inverse beeld nemen onder de kanonieke afbeel-
ding π : G→ G/〈z〉. Dit geeft vervolgens een keten

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = 〈z〉

van ondergroepen die normaal zijn in G en waarvan ieder opeen-
volgend quotiënt cyclisch is. Door de triviale groep erachteraan te
plakken krijgen we een hyperoplosbaarheidsketen van G.
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2.1 eigenschappen van hyperoplosbare groepen 3

Voor een priemgetal p definiëren we een p-groep als een groep waar-
van de orde gelijk is aan pi voor een zekere i ∈ Z, i > 0. Het is
welbekend dat p-groepen nilpotent zijn. Dus we hebben:

Gevolg 2.3. Zij p een priemgetal. Dan is elke p-groep hyperoplosbaar.

Het zij opgemerkt dat propositie 2.2 onjuist is als we ook oneindige
groepen toelaten. Uit de definitie van hyperoplosbaarheid volgt na-
melijk rechtstreeks dat hyperoplosbare groepen eindig voortgebracht
zijn. Er bestaan echter ook nilpotente groepen (zelfs abelse groepen)
die niet eindig zijn voortgebracht.

Wij attenderen de lezer erop dat uit de hyperoplosbaarheid van
N � G en G/N in het algemeen niet geconcludeerd kan worden dat
G hyperoplosbaar is. De alternerende groep A4 op vier elementen
levert een tegenvoorbeeld:

V4 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} � A4.

De ondergroep V4 is nilpotent (zelfs abels) en dus wegens propositie
2.2 hyperoplosbaar. Hetzelfde geldt voorA4/V4. Echter,A4 is — zoals
we verderop zullen zien — niet hyperoplosbaar.

Een ondergroep N ⊆ G heet G-hyperoplosbaar wanneer N een hy-
peroplosbaarheidsketen

N = N0 ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇ Nt = {1}

heeft waarvoor geldt: Ni � G voor alle i ∈ {0, . . . , t− 1}.

Propositie 2.4. Laat G een groep zijn en N � G een normale onder-
groep. Dan geldt: G is hyperoplosbaar dan en slechts dan als N een
G-hyperoplosbare groep is met G/N hyperoplosbaar.

Bewijs. [⇒] Dit volgt uit lemma 2.1.
[⇐] Beschouw een hyperoplosbaarheidsketen van N

N = N0 ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇ Nt = {1}

met Ni � G voor alle i ∈ {0, . . . , t− 1}. Een hyperoplosbaarheidsketen
van G/N induceert een keten

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = N

door inverse beelden te nemen onder de quotiëntafbeelding G →
G/N. Deze laatstgenoemde keten bestaat uit normale ondergroepen
van G en opeenvolgende quotiënten zijn cyclisch. Door de keten voor
N erachteraan te plakken krijgen we een hyperoplosbaarheidsketen
van G.

Gevolg 2.5. Laat G1 en G2 hyperoplosbare groepen zijn. Dan geldt:
G = G1 ×G2 is hyperoplosbaar.
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Bewijs. Observeer dat G1 × {1} ⊆ G een G-hyperoplosbare groep is
waarvoor de quotiëntgroep G/(G1× {1}) ∼= G2 ook hyperoplosbaar is.
Het gevraagde volgt nu uit propositie 2.4.

Lemma 2.6. Zij G een eindige hyperoplosbare groep. Dan heeft G een
hyperoplosbaarheidsketen

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = {1}

met de eigenschap dat voor alle i ∈ {0, . . . , t − 1} de index pi =

#(Gi/Gi+1) priem is en voor alle i, j ∈ {0, . . . , t − 1}, i < j geldt:
pi 6 pj.

Bewijs. Beschouw een hyperoplosbaarheidsketen van G waarin twee
opeenvolgende ondergroepen H ⊇ K in voorkomen en zet #(H/K) =
p1 · · ·pn met p1, . . . ,pn niet noodzakelijkerwijs verschillende prie-
men. De cyclische groep H/K heeft een keten van karakteristieke on-
dergroepen

H/K = C0
p1
⊇ C1

p2
⊇ . . .

pn
⊇ Cn = {1}.

Deze correspondeert met een keten van normale ondergroepen in G

H = N0
p1
⊇ N1

p2
⊇ . . .

pn
⊇ Nn = K.

Hieruit volgt dat er een hyperoplosbaarheidsketen vanG bestaat waar-
in ieder quotiënt van twee opeenvolgende ondergroepen een cycli-
sche groep van priemorde is. Stel nu dat we in een dergelijke keten

een deelketen H
q

⊇ J
p

⊇ L tegenkomen met p,q priem en p < q. Merk
op dat H/L een groep is van orde pq en dat deze een ondergroep
K ′ van orde q heeft. Er geldt: K ′ � H/L, immers de index van K ′

in H/L is de kleinste priemdeler van #(H/L). Omdat #K ′ en #(H/L)
copriem zijn volgt dat K ′ zelfs een karakteristieke ondergroep is. Dit
impliceert dat het inverse beeld K van K ′ onder H→ H/L normaal is

in G is met H
p

⊇ K
q

⊇ L. Uit het voorgaande volgt dat er een hyperop-
losbaarheidsketen van G bestaat die voldoet aan het gevraagde.

Gevolg 2.7. Zij G een eindige hyperoplosbare groep met #G > 1 en
q de grootste priemdeler van #G. Dan heeft G een normale Sylow-q-
ondergroep.

Bewijs. Laat qe de grootste q-macht zijn die #G deelt. Beschouw een
hyperoplosbaarheidsketen van G als in lemma 2.6, zeg

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = {1}.

Dan is Gt−e een normale Sylow-q-ondergroep van G.

Voorbeeld. Beschouw de alternerende groep A4 op 4 elementen. Uit
lemma 2.6 volgt gemakkelijk dat deze niet hyperoplosbaar is, immers
A4 bevat geen ondergroep van index 2.
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Stelling 2.8. Zij G een hyperoplosbare groep. Dan is G ′ = [G,G]
nilpotent.

Bewijs. Beschouw een hyperoplosbaarheidsketen

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = {1}.

Door elk van deze ondergroepen met G ′ te doorsnijden krijgen we
wegens lemma 2.1 een hyperoplosbaarheidsketen van G ′:

G ′ = H0 ⊇ H1 ⊇ · · · ⊇ Ht = {1}.

Elk van de ondergroepen in de keten is een doorsnijding van twee
normale ondergroepen van G, en daarom zelf ook normaal in G. Hier-
uit volgt dat we voor alle i = 0, . . . , t− 1 een conjugatiewerking van G
op Hi/Hi+1 hebben. De automorfismengroep van Hi/Hi+1 is abels,
dus deze werking factoriseert via G/G ′. In het bijzonder geldt dat
Hi/Hi+1 ⊆ Z(G ′/Hi+1). Dus de bovenstaande keten is een centrale
rij voor G ′.

2.2 sylowfamilies

Zij G een eindige groep en P de verzameling priemgetallen. Een Sy-
lowfamilie van G is een familie ondergroepen (Sp)p∈P met de vol-
gende eigenschappen:

- voor alle p ∈ P geldt: Sp ⊆ G is een Sylow-p-ondergroep;

- voor alle p,q ∈ P,p < q geldt: Sp normaliseert Sq, i.e. voor alle
g ∈ Sp geldt: gSqg−1 = Sq.

Lemma 2.9. Zij G een eindige groep, (Sp)p∈P een Sylowfamilie van
G en P ′ ⊆ P een deelverzameling. Dan geldt: #〈Sp : p ∈ P ′〉 =∏
p∈P ′ #Sp en de familie ondergroepen (S ′p)p∈P met S ′p = Sp als

p ∈ P ′ en S ′p = {1} als p /∈ P ′ is een Sylowfamilie van 〈Sp : p ∈ P ′〉.

Bewijs. Het bewijs laten we aan de lezer over.

Notatie. Zij (Sp)p∈P een Sylowfamilie van G en P ′ ⊆ P een deel-
verzameling. Met de notatie (Sp)p∈P ′ zullen we de Sylowfamilie van
〈Sp : p ∈ P ′〉 ⊆ G aangeven die men verkrijgt door in (Sp)p∈P alle
Sylow-p-ondergroepen Sp met p /∈ P ′ te vervangen door de triviale
ondergroep.

Stelling 2.10 (Schur–Zassenhaus). Zij G een eindige groep, N � G

een normale ondergroep met #N en #(G/N) copriem. Dan heeft N
een complement in G. Als we ook aannemen dat N of G/N oplosbaar
is, dan is elk tweetal complementen van N geconjugeerd in G.

Bewijs. Zie [3, stelling 3.8 en 3.12].
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Lemma 2.11. Zij G een eindige groep en S = (Sp)p∈P en T = (Tp)p∈P
twee Sylowfamilies van G. Dan bestaat er een g ∈ G zodanig dat voor
alle p ∈ P geldt: gSpg−1 = Tp.

Bewijs. Laat n = #G. We bewijzen het lemma met behulp van volle-
dige inductie naar n. De stelling is triviaal voor n = 1, dus neem aan
dat n > 1 en laat q de grootste priemfactor van n zijn. Observeer dat
Sq normaal is in G. Dan is Sq de unieke Sylow-q-ondergroep van G,
dus we hebben Sq = Tq. Merk vervolgens op dat

HS = 〈Sp : p < q〉, en HT = 〈Tp : p < q〉,

complementen zijn van Sq in G wegens lemma 2.9. Omdat Sq op-
losbaar is kunnen we stelling 2.10 toepassen, en hieruit volgt dat
gHSg

−1 = HT voor een zekere g ∈ G. Dus (gSpg
−1)p<q en (Tp)p<q

zijn Sylowfamilies voor HT . De inductiehypothese toegepast op HT

impliceert nu dat er een h ∈ HT bestaat zodanig dat voor alle p ∈
P,p < q geldt: h(gSpg−1)h−1 = Tp. Uit het voorgaande concluderen
we dat hg(Sq)(hg)−1 = Sq = Tq (wegens de normaliteit van Sq) en
dat voor alle p ∈ P,p < q geldt: (hg)Sp(hg)−1 = Tp. Dit bewijst het
gevraagde.

Stelling 2.12. Zij G een eindige hyperoplosbare groep. Dan heeft G
een Sylowfamilie.

Bewijs. Zij n = #G. We geven een bewijs met behulp van volledige
inductie naar n. Voor n = 1 is de bewering triviaal, dus stel dat
n > 1 en laat q de grootste priemdeler van n zijn. Wegens gevolg 2.7
heeft G een normale Sylow-q-ondergroep Sq. De stelling van Schur-
Zassenhaus (stelling 2.10) impliceert dat Sq een complement H heeft
in G. Er geldt dat H hyperoplosbaar is (gebruik lemma 2.1), en uit de
inductiehypothese volgt dan dat H een Sylowfamilie S ′ heeft. Door in
deze Sylowfamilie de triviale Sylow-q-ondergroep te vervangen door
Sq verkrijgen we een Sylowfamilie van G.



3
S E M I D I R E C T E P R O D U C T E N

In paragraaf 2 van dit hoofdstuk zullen we de definitie van het se-
midirecte product veralgemenen zodat we ook kunnen spreken over
semidirecte producten van meer dan twee groepen (of zelfs oneindig
veel groepen). Ter motivatie echter beginnen wij in de volgende para-
graaf met een definitie van het semidirecte product van twee groepen.
Ten slotte laten wij in de laatste paragraaf zien welke herhaalde semi-
directe producten hyperoplosbaar zijn.

3.1 semidirect product van twee groepen

Laat N en H groepen zijn en φ : H→ Aut(N) een homomorfisme (we
noteren φ(h)(n) met hn). We definiëren een categorie C waarvan een
object bestaat uit een groep G tezamen met groepshomomorfismen
ν : N→ G en η : H→ G die voldoen aan de voorwaarde dat voor alle
h ∈ H,n ∈ N geldt:

ν(hn) = η(h)ν(n)η(h)−1.

In het vervolg zullen we ν en η met het lege symbool weergeven (i.e.
het beeld van n ∈ N en h ∈ H in G noteren we als respectievelijk
n en h). Laat G en G ′ twee objecten zijn uit C. Een morfisme van G
naar G ′ is een groepshomomorfisme f : G → G ′ zodanig dat het
onderstaande diagram commuteert.

N

G G ′

H

f

Een semidirect product van N en H met betrekking tot φ is een object G
uit deze categorie dat de volgende universele eigenschap bezit: voor
ieder object G ′ uit C is er een uniek morfisme van G naar G ′.

Stelling 3.1. Het semidirecte product G van N en H met betrekking
tot φ : H → Aut(N) bestaat. Bovendien geldt: het tripel bestaande uit
G en de homomorfismen N → G en H → G is uniek op een uniek
isomorfisme na.

Bewijs. De uniciteit volgt uit een welbekend categorisch argument.
De existentie is eenvoudig te bewijzen. Men kan bijvoorbeeld G defi-
niëren door voortbrengers en relaties. Als voortbrengersverzameling
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3.1 semidirect product van twee groepen 8

hebben we dan de disjuncte vereniging van N en H; als relaties heb-
ben we enerzijds de groepsrelaties uit N en H, anderzijds de relaties
van de vorm hnh−1(hn)−1 waarbij h ∈ H en n ∈ N.

Stelling 3.1 rechtvaardigt dat we voortaan spreken over het semi-
directe product van N en H met betrekking tot φ. We noteren dit
semidirecte product ook wel met Noφ H (of simpelweg met NoH;
de context maakt dan duidelijk wat het bijbehorende homomorfisme
H→ Aut(N) is).

Het bovenstaande bewijs is zonder meer correct maar geeft ons
geen enkel idee over de structuur van NoH. Een vruchtbaarder aan-
pak is om een semidirect product te construeren. De klassieke con-
structie wordt gegeven door een geschikte vermenigvuldiging te de-
finiëren op de verzameling N×H. Ter motivatie van wat zal volgen
laten wij hier een andere constructie zien.

Constructie van het semidirecte product.
Beschouw de verzameling Ω = N×H en laat ν : N → Sym(Ω) en
η : H→ Sym(Ω) gegeven zijn door

ν(n)(m,k) = (nm,k), η(h)(m,k) = (hm,hk),

met n ∈ N,h ∈ H en (m,k) ∈ Ω. Het is makkelijk te verifiëren dat de
bovenstaande afbeeldingen trouwe acties van N en H definiëren op
Ω. Zet N0 = ν[N] en H0 = η[H], dus we hebben N ∼= N0 en H ∼= H0,
en laat G = 〈N0,H0〉. We zullen hierna ν en η met het lege symbool
noteren. Voor alle n ∈ N,h ∈ H en alle (m,k) ∈ Ω geldt:(

hnh−1
)
(m,k) =

(
hn
)(

h−1
m,h−1k

)
= h

(
nh

−1
m,h−1k

)
=
(
hnm,k

)
=
(
hn
)
(m,k)

Dus volgt: hnh−1 = hn. We zien dat N0 � G en G = N0H0. Stel nu
dat n = h voor een zekere n ∈ N en h ∈ H. Dan geldt

(n, 1) = n(1, 1) = h(1, 1) = (1,h).

Dus n = h = idΩ en we hebben dat N0 ∩H0 = {idΩ}. Uit het voor-
gaande volgt gemakkelijk dat ieder element van G op unieke wijze te
schrijven is als een product nh.

Beschouw nu een groep G ′ en homomorfismen N→ G ′ en H→ G ′

(die we met het lege symbool zullen noteren) zodanig dat hnh−1 =
hn in G ′. De afbeelding f : G → G ′ : nh 7→ nh is welgedefinieerd.
Het is makkelijk te verifiëren dat f een groepshomomorfisme is. Bo-
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vendien is duidelijk dat f het enige homomorfisme G → G ′ is zodat
het diagram

N

G G ′

H

f

commuteert. We concluderen dat G het semidirecte product van N en
H met betrekking tot φ is. �

Observeer dat de afbeelding G → Ω gegeven door nh 7→ (n,h)
een bijectie is. Via deze bijectie kunnen we een groepsstructuur trans-
porteren naar Ω. De geïnduceerde groepsbewerking op Ω wordt dan
gegeven door

(n,h) · (n ′,h ′) = (nhn ′,hh ′),

en dit komt overeen met de klassieke constructie van het semidi-
recte product. Men kan zich afvragen wat het nut is geweest om de
groep Sym(Ω) te betrekken voor de bovenstaande constructie. Het
antwoord is simpel: we hoeven niet meer de groepsaxioma’s te veri-
fiëren. Deze aanpak zal vooral in de volgende paragraaf zijn meer-
waarde tonen.

3.2 herhaalde semidirecte producten

Zij (I,6) een totaal geordende verzameling, (Gi)i∈I een familie groe-
pen en Φ = (φij)i,j∈I,i<j een familie groepshomomorfismen φij :

Gi → Aut(Gj). Voor alle i, j ∈ I, i < j en x ∈ Gi en y ∈ Gj voeren we
de volgende notatie in: xy =

(
φij(x)

)
(y). We definiëren vervolgens

een categorie C. Een object van C bestaat uit een groep G tezamen
met een familie homomorfismen πi : Gi → G zodanig dat voor alle
i, j ∈ I, i < j en voor alle x ∈ Gi,y ∈ Gj geldt:

πi(x)πj(y)πi(x)
−1 = πj(

xy).

Hierna noteren we de afbeeldingen πi met het lege symbool. Voor
twee objecten G en G ′ uit C definiëren we een morfisme van G naar G ′

als een groepshomomorfisme G→ G ′ zodanig dat voor alle i ∈ I het
onderstaande diagram commuteert.

G G ′

Gi

f
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Een herhaald semidirect product van (Gi)i∈I met betrekking tot Φ is een
object G uit deze categorie dat de volgende universele eigenschap be-
zit: voor ieder object G ′ uit C is er een uniek morfisme van G naar G ′.
Voor het gemak zullen we soms kortweg van een herhaald semidirect
product van de groepen (Gi)i∈I spreken als dit niet tot verwarring
leidt.

Stelling 3.2. Laat I, (Gi)i∈I enΦ zijn zoals hierboven. Dan bestaat het
herhaalde semidirecte product G van de familie (Gi)i∈I met betrek-
king tot Φ. Bovendien geldt: het paar bestaande uit G en de familie
homomorfismen Gi → G is uniek op een uniek isomorfisme na.

Bewijs. Het bewijs is analoog aan dat van stelling 3.1. Voor de exis-
tentie definiëren we G door voortbrengers en relaties. Als voortbren-
gersverzameling nemen we de disjuncte vereniging van de groepen
Gi; als relaties nemen we voor alle i ∈ I de groepsrelaties uit Gi, en
voor alle i, j ∈ I, i < j de relaties van de vorm xyx−1(xy)−1 waarbij
x ∈ Gi en y ∈ Gj.

Wegens de bovenstaande stelling spreken we vanaf nu over het her-
haalde semidirecte product van de groepen (Gi)i∈I, en noteren dit
met G = oi∈IGi (dit is uiteraard een incomplete notatie omdat de
onderlinge acties van de groepen niet worden aangegeven; de con-
text maakt duidelijk welke onderlinge acties betrokken zijn). Verder
is het makkelijk in te zien dat als #I = 2, de definitie van een her-
haald semidirect product overeenkomt met het semidirecte product
van twee groepen. In het geval dat I eindig is zullen we ook de notatie
G1 o . . .oGn hanteren.

Het is a priori niet duidelijk hoe we over de elementen van G moe-
ten nadenken. Het onderstaande voorbeeld maakt duidelijk dat in het
algemeen niet geldt dat de natuurlijke homomorfismenGi →oi∈IGi
injectief zijn.

Voorbeeld. Zij A = 〈a〉,B = 〈b〉 en C = 〈c〉 cyclische groepen van
respectievelijk ordes 7, 3 en 2. De werking van B op A wordt gege-
ven door ba = a2, en C werkt op A en B door inversie. Beschouw
vervolgens het herhaalde semidirecte product G = A o B o C met
betrekking tot deze acties. Er geldt in G dat

c

(ba) = c(a2) = a5;
c

(ba) = c(bab−1)c−1 = (cbc−1)(cac−1)(cb−1c−1)

= (cb)(ca) = b−1
(a−1) = a3.

Dus in de groep G hebben we dat a5 = a3 en hieruit volgt a = 1. We
zien dat het natuurlijke homomorfisme A→ G triviaal is.

Lemma 3.3. Laat I, (Gi)i∈I,Φ en C zijn zoals hierboven en zij G het
herhaalde semidirecte product van (Gi)i∈I met betrekking totΦ. Dan
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geldt: elk element g ∈ G is te schrijven als een eindig (en mogelijker-
wijs leeg) product

xi1 · · · xin ,

zodanig dat i1, . . . , in ∈ I, i1 > . . . > in en dat voor alle j = 1, . . . ,n
geldt: xij ∈ Gij en xij 6= 1 in Gij .

Bewijs. Laat H de ondergroep van G zijn voortgebracht door de beel-
den van Gi in G. Observeer dat H ook een object uit C is en dat de
inclusie H → G een morfisme in C is. Hieruit volgt gemakkelijk dat
H ook de universele eigenschap van G heeft en wegens stelling 3.2
zijn H en G isomorf in C. Maar dan wordt G voortgebracht door de
beelden van Gi in G en we concluderen dat H = G.

Het voorgaande impliceert dat elk element uit G geschreven kan
worden als een eindig (en mogelijkerwijs leeg) product van elementen
xi ∈ Gi met i ∈ I. In dit product kunnen we het eenheidselement
weglaten; voor i ∈ I en x,y ∈ Gi kunnen we xy vervangen door z
met z = xy ∈ Gi; voor i, j ∈ I, i < j en x ∈ Gi,y ∈ Gj kunnen we xy
vervangen door xyx. Door het voorgaande herhaaldelijk toe te passen
zien we dat elk element van G de gevraagde schrijfwijze heeft.

Stelling 3.4. Laat I, (Gi)i∈I,Φ en C zijn zoals hierboven en beschouw
een object G uit C met de eigenschap dat elk element g ∈ G op unieke
wijze te schrijven is als een eindig (en mogelijkerwijs leeg) product

xi1 · · · xin ,

zodanig dat i1, . . . , in ∈ I, i1 > . . . > in en dat voor alle j = 1, . . . ,n
geldt: xij ∈ Gij en xij 6= 1 in Gij . Dan geldt: G =oi∈IGi.
Bewijs. Laat H = oi∈IGi, dan volgt uit de universele eigenschap
van H dat er een uniek morfisme f : H → G in C is. Uit lemma 3.3
volgt dat elk element uit H geschreven kan worden als xi1 · · · xin , met
i1, . . . , in ∈ I, i1 > . . . > in en voor alle j = 1, . . . ,n : xij ∈ Gij en
xij 6= 1 in Gij . Deze schrijfwijze is (ook) in H uniek omdat dit anders
in tegenspraak zou zijn met de unieke schrijfwijze in G. Dus f is een
isomorfisme en hieruit volgt het gevraagde.

Stelling 3.5. Laat I, (Gi)i∈I en Φ zijn zoals hierboven. Dan zijn de
onderstaande beweringen equivalent.

i. In oi∈IGi is elk element op een unieke wijze te schrijven als een
eindig (en mogelijkerwijs leeg) product

xi1 · · · xin ,

zodanig dat i1, . . . , in ∈ I, i1 > . . . > in en dat voor alle j =

1, . . . ,n geldt: xij ∈ Gij en xij 6= 1 in Gij .

ii. Voor alle i ∈ I is het natuurlijke homomorfisme Gi → oi∈IGi
injectief.
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iii. Voor alle i, j,k ∈ I, i < j < k en voor alle x ∈ Gi,y ∈ Gj, z ∈ Gk
geldt de onderstaande gelijkheid in Gk:

x

(yz) = (xy)(xz).

Bewijs. [i⇒ ii] Dit is triviaal.
[i ⇒ ii] Laat i, j,k ∈ I, i < j < k zijn en x ∈ Gi,y ∈ Gj, z ∈ Gk. In

oi∈IGi geldt dat

x

(yz) = xyzy−1x−1 = (xyx−1)(xzx−1)(xyx−1)−1 = (xy)(xz).

Uit de injectiviteit van Gk →oi∈IGi volgt nu het gevraagde.
[iii ⇒ i] Laat Ω de deelverzameling van het directe product ΠiGi

zijn bestaande uit families (ak)k∈I met ak ∈ Gk zodanig dat ak 6= 1

voor slechts eindig veel indices k ∈ I. Het is makkelijk in te zien dat
voor alle i ∈ I de afbeelding πi : Gi → Sym(Ω) gedefinieerd door

(πi(x)a)k =


ak als k < i ;

xak als k = i ;
xak als k > i ,

met x ∈ Gi en a = (ak)k∈I ∈ Ω een trouwe actie van Gi op Ω is. Dus
voor alle i geldt Gi ∼= πi[Gi] en we definiëren G = 〈πi[Gi] : i ∈ I〉. In
het vervolg noteren we de acties πi met het lege symbool. Voor alle
i, j ∈ I, i < j, x ∈ Gi,y ∈ Gj en a = (ak)k∈I ∈ Ω geldt dat

(
xyx−1a

)
k
=



ak als k < i ;

x
(
x−1ak

)
= ak als k = i ;

x( x−1ak) = ak als i < k < j ;
x
(
y
(
x−1ak

))
= (xy)

(
xx−1ak

)
= (xy)ak als k = j ;

x
(
y( x−1ak)) = (xy)

(
xx−1ak

)
= (xy)ak als k > j .

Dus we zien dat xyx−1 = xy.
Merk op dat elk element uit G geschreven kan worden als een (mo-

gelijkerwijs leeg) product van een eindig aantal elementen xi ∈ Gi
met i ∈ I. In dit product kunnen we het eenheidselement wegla-
ten; voor i ∈ I en x,y ∈ Gi kunnen we xy vervangen door z met
z = xy ∈ Gi; voor i, j ∈ I, i < j en x ∈ Gi,y ∈ Gj kunnen we xy ver-
vangen door xyx. Door het voorgaande herhaaldelijk toe te passen
zien we dat elk element van G geschreven kan worden als xi1 · · · xin
met i1, . . . , in ∈ I, i1 > . . . > in en voor alle j = 1, . . . ,n : xij ∈ Gij
en xij 6= 1. Stel nu dat we van een element twee van dergelijke schrijf-
wijzen hebben, zeg xi1 · · · xin = yj1 · · ·yjm . Zet 1Ω = (1k)k∈I, dan
geldt:

xi1 · · · xin1Ω = yj1 · · ·yjm1Ω,
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en door coördinaten te vergelijken zien we dat n = m en i1 =

j1, . . . , in = jn en xi1 = yi1 , . . . , xin = yin . Dus deze schrijfwijze is
uniek. Uit stelling 3.4 volgt nu dat G = oi∈IGi. Dit bewijst het ge-
vraagde.

Stelling 3.6. Laat I, (Gi)i∈I en Φ zijn zoals hierboven en zij G het
herhaalde semidirecte product van (Gi)i∈I met betrekking tot Φ. No-
teer het beeld van Gi in G met Hi. Dan geldt: voor alle i, j ∈ I, i < j
hebben we een conjugatieactie ψij : Hi → Hj en de groep G tezamen
met de inclusies Hi → G is het herhaalde semidirecte product van de
familie (Hi)i∈I met betrekking tot Ψ = (ψij)i,j∈I,i<j.

Bewijs. Voor i ∈ I en x ∈ Gi noteren we het beeld van x in Hi ⊆ G
met x. Voor i, j ∈ I, i < j noteren we de werking van x ∈ Gi op y ∈ Gj
met xy.

Laat i, j ∈ I zijn met i < j en kies x ∈ Gi,y ∈ Gj. Dan geldt:
x y x−1 = xy. Dus we hebben een conjugatieactie ψij : Hi → Aut(Hj).

Zij G ′ een groep en stel dat we voor alle i ∈ I een homomorfisme
πi : Hi → G ′ hebben zodanig dat voor alle i, j ∈ I, i < j en x ∈ Gi,y ∈
Gj geldt:

πi(x)πj(y)πi(x)
−1 = πj(

xy). (∗)

Observeer dat we voor alle i ∈ I een homomorfisme Gi → G ′ krijgen
door het homomorfisme Gi → Hi samen te stellen met πi. Uit (∗) en
de universele eigenschap van G volgt dat er een uniek homomorfisme
G → G ′ bestaat die x ∈ Hi afbeeldt op πi(x). Hieraan kunnen we
zien dat G (ook) het semidirecte product van de familie (Hi)i∈I is
met betrekking tot Ψ = (ψij)i,j∈I,i<j.

Voorbeelden. 1. Laat A,B en C groepen zijn en stel dat de homomor-
fismen φ : A → Aut(B) en φ ′ : Boφ A → Aut(C) gegeven zijn. Via
restrictie geeft φ ′ aanleiding tot homomorfismen χ : B → Aut(C) en
ψ : A → Aut(C). Het herhaalde semidirecte product Co BoA met
betrekking tot {φ,χ,ψ} is wegens stelling 3.4 isomorf met de groep
Coφ ′ (Boφ A).

2. Een concreet geval van het vorige voorbeeld doet zich voor bij
de groep I2(R) van vlakke isometrieën. De ondergroep T ⊆ I2(R)

van translaties is normaal in I2(R) en de ondergroep O2(R) ⊆ I2(R)

van orthogonale afbeeldingen vormt een complement van T in I2(R).
De ondergroep van rotaties SO2(R) ⊆ O2(R) is normaal in O2(R) en
de ondergroep 〈σ〉 voortgebracht door een willekeurige orthogonale
spiegeling σ ∈ O2(R) vormt een complement van SO2(R) in O2(R).
We zien dat

I2(R) ∼= T oO2(R) ∼= T o
(
SO2(R)o 〈σ〉

)
∼= T o SO2(R)o 〈σ〉.

3. Zij K een lichaam, K∗ de eenhedengroep van K en Aut(K) de
groep van lichaamsautomorfismen van K. Laat Φ de verzameling zijn
bestaande uit de werking van K∗ op K door linksvermenigvuldiging
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en de natuurlijke werkingen van Aut(K) op K en K∗. Beschouw de
ondergroep G ⊆ Sym(K) bestaande uit afbeeldingen x 7→ aσ(x) + b

met b ∈ K,a ∈ K∗ en σ ∈ Aut(K). Definieer de onderstaande groeps-
homomorfismen:

K→ G K∗ → G Aut(K)→ G

b 7→ [τb : x 7→ x+ b], a 7→ [ρa : x 7→ ax], σ 7→ σ.

Voor alle b ∈ K,a ∈ K∗ en σ ∈ Aut(K) geldt:

ρaτbρ
−1
a = τab, στbσ

−1 = τσ(b), σρaσ
−1 = ρσ(a).

Verder is het eenvoudig te bewijzen dat elk element uit G op unieke
wijze geschreven kan worden als een product τbρaσ. Uit stelling 3.4
volgt nu dat G = KoK∗ o Aut(K).

4. Zij G een eindige groep die een Sylowfamilie (Sp)p∈P heeft. Laat
Φ de verzameling conjugatieacties Sp → Aut(Sq) zijn met p < q, en
πp : Sp → G de inclusieafbeelding. Observeer dat voor een priem
p de groepen Sp en 〈Sq : q ∈ P,q > p〉 van coprieme orde zijn,
dus volgt Sp ∩ 〈Sq : q ∈ P,q > p〉 = {1}. Verder is het duidelijk
dat G = 〈Sp : p ∈ P〉. Hieruit volgt gemakkelijk dat elk element
van G op een unieke manier geschreven kan worden als een product
xp1 · · · xpn waarbij p1, . . . ,pn ∈ P,p1 > . . . > pn en voor alle j =
1, . . . ,n : xpj ∈ Spj en xpj 6= 1. Uit stelling 3.4 volgt dat G =op∈P Sp.
Wegens stelling 2.12 hebben we in het bijzonder dat iedere eindige
hyperoplosbare groep als een herhaald semidirect product van zijn
Sylowondergroepen geschreven kan worden.

3.3 frattini-ondergroep en p-groepen

Zij G een groep. We noemen een ondergroep H van G maximaal wan-
neer G precies twee ondergroepen heeft die H omvatten. De Frattini-
ondergroep van G definiëren we als de doorsnijding van alle maximale
ondergroepen van G en noteren deze met Φ(G). Wanneer G geen
maximale ondergroepen heeft, is deze lege doorsnijding gelijk aan G.
Uit de definitie volgt direct dat Φ(G) een karakteristieke ondergroep
van G is. Het onderstaande lemma geeft een andere beschrijving van
de Frattini-ondergroep.

Lemma 3.7. Zij G een groep. Dan geldt x ∈ Φ(G) dan en slechts
dan als voor iedere deelverzameling S ⊆ G met G = 〈x , S〉 geldt dat
G = 〈S〉.

Bewijs. Zie [2, hoofdstuk III, stelling 3.2].

Voor met name p-groepen blijkt het nuttig te zijn om de Frattini-
ondergroep te bestuderen.

Lemma 3.8. Zij p een priemgetal en G een p-groep. Dan geldt: Φ(G)=

[G , G]Gp , waarbij Gp de ondergroep van G is voortgebracht door de
p-de machten van G.
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Bewijs. Zie [2, hoofdstuk III, stelling 3.14].

Gevolg 3.9. Zij p een priemgetal en G een p-groep. Dan is G/Φ(G)

een elementair abelse p-groep

Propositie 3.10 (P. Hall). Laat p een priemgetal zijn, G een p-groep
en stel dat #

(
G/Φ(G)

)
= pd. Dan geldt: de orde van de kern van

de natuurlijke afbeelding Aut(G) → Aut
(
G/Φ(G)

)
is een deler van(

#Φ(G)
)d.

Bewijs. Kies a1, . . . ,ad ∈ G zodanig dat 〈ai : 1 6 i 6 d〉 = G/Φ(G)

met ai = aiΦ(G) ∈ G/Φ(G). Laat K de kern van de natuurlijke
afbeelding Aut(G) → Aut

(
G/Φ(G)

)
zijn. Dan werkt K op elke lin-

kernevenklasse aiΦ(G) en dus ook (puntsgewijs) op de verzameling
S =

∏d
i=1 aiΦ(G). Stel nu dat σ ∈ K, x = (x1, . . . , xn) ∈ S en dat

σ · x = x. Uit lemma 3.7 volgt dat

G = 〈ai,Φ(G) : i = 1, . . . ,d〉 = 〈xi,Φ(G) : i = 1, . . . ,d〉
= 〈xi : i = 1, . . . ,d〉.

Omdat σ ieder element xi vasthoudt, concluderen we dat σ = idG.
Dus #K = #(K · x) en we zien dat de verzameling S uiteen valt in
banen van lengte #K. Dit impliceert dat #K een deler is van #S =

#
(
Φ(G)

)d.

Laat p een priemgetal zijn en G een p-groep. We definiëren de on-
derste p-centrale rij van G door G0 = G en Gi+1 = G

p
i [G,Gi] voor i > 0

waarbij Gpi de ondergroep is voortgebracht door de p-de machten van
Gi. Het is duidelijk dat Gi een karakteristieke ondergroep van G is
voor alle i.

Lemma 3.11. Zij p een priemgetal, G een p-groep en (Gi)
∞
i=0 de on-

derste p-centrale rij van G. Dan geldt: er is een t ∈ Z, t > 0 met
Gt = {1}.

Bewijs. Uit de hyperoplosbaarheid van G volgt dat er een t ∈ Z, t > 0
en een hyperoplosbaarheidsketen bestaat:

G = H0 ⊇ H1 ⊇ . . . ⊇ Ht = {1},

Met behulp van inductie laten we zien dat voor alle i = 0, . . . , t geldt:
Gi ⊆ Hi. Het geval i = 0 is triviaal. Stel dat Gi ⊆ Hi, dan volgt

Gi+1 = G
p
i [G,Gi] ⊆ H

p
i [G,Hi] ⊆ Hi+1.

Voor de laatste inclusie gebruiken we dat #Aut(Hi/Hi+1) = p − 1

zodat de conjugatiewerking van G op Hi/Hi+1 triviaal is. Hiermee is
de inductiestap gezet en zijn we klaar. Dus volgt Gt = {1}.
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3.4 hyperoplosbare semidirecte producten

Een natuurlijke vraag die opkomt is of elke groep met een Sylowfami-
lie ook hyperoplosbaar is. Het onderstaande voorbeeld laat zien dat
het antwoord op deze vraag negatief luidt.

Voorbeeld. Beschouw het lichaam F25 van 25 elementen en laat ξ3 ∈
F∗25 een primitieve derde eenheidswortel zijn. We laten de groep 〈ξ3〉
werken op de optelgroep F+

25 door vermenigvuldiging en vormen het
semidirecte product G = F+

25 o 〈ξ3〉 met betrekking tot deze werking.
Het is duidelijk dat G een Sylowfamilie heeft. Echter, G is niet hyper-
oplosbaar. Stel dat dit namelijk wel het geval is, dan bevat G wegens
lemma 2.6 een normale ondergroepN van orde 5. Dus we hebben een
actie 〈ξ〉 → Aut(N). Merk nu op dat Aut(N) een cyclische groep van
orde 4 is. Dus de actie is triviaal en dat levert een tegenspraak.

Stelling 3.12 (Maschke). Zij G een groep en k een lichaam waarvan
de karakteristiek geen deler is van #G. Dan geldt: de groepenring
k[G] is semisimpel.

Bewijs. Zie [4, hoofdstuk XVIII, stelling 1.2].

Lemma 3.13. Zij p een priemgetal en A een abelse groep van expo-
nent een deler van p− 1. Dan geldt: elk simpel Fp[A]-moduul heeft
orde p.

Bewijs. Zij V een simpel Fp[A]-moduul en x ∈ V , x 6= 0. Beschouw
vervolgens het moduulhomomorfisme Fp[A] → V : r 7→ rx. Omdat
V simpel is, is het homomorfisme surjectief. Dus we hebben een mo-
duulisomorfisme Fp[A]/M ∼= V voor een zeker ideaal M ⊆ Fp[A]. De
simpliciteit van V impliceert dat M ( Fp[A] een maximaal ideaal is.
Maar dan is Fp[A]/M een lichaam, en de aanname op de exponent
van A impliceert dat het Frobeniushomomorfisme als de identiteit
hierop werkt. Dus we hebben een lichaamsisomorfisme Fp[A]/M ∼=

Fp en hieruit volgt het gevraagde.

Stelling 3.14. Zij G een groep en (Sp)p∈P een Sylowfamilie van G.
Laat voor alle p het homomorfisme φp : 〈Sq : q < p〉 → Aut(Sp)
gegeven zijn door conjugatie. Dan geldt: G is hyperoplosbaar dan
en slechts dan als voor iedere p het beeld van φp abels is en van
exponent een deler van p− 1.

Bewijs. [⇒] Het volstaat om de bewering te bewijzen voor de groot-
ste priemdeler van #G, zeg l. Zet V = Sl/Φ(Sl), dan is V een Fl-
vectorruimte wegens lemma 3.7. Beschouw de samenstelling

〈Sq : q < l〉 φl→ Aut(Sl)
ψ→ Aut(V),

waarbij ψ de natuurlijke afbeelding is. Laat A het beeld zijn van φl.
Uit propositie 3.8 volgt dat kerψ een l-groep is. Hieruit volgt dat
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de natuurlijke werking van A op V trouw is. De hyperoplosbaarheid
van G/Φ(Sl) impliceert dat er een n ∈ Z,n > 0 en een keten van
Fl[A]-deelmodulen

{0} = V0
l
⊆ V1

l
⊆ . . .

l
⊆ Vn = V ,

bestaan zodanig dat iedere index #(Vi+1/Vi) gelijk is aan l. Observeer
dat l geen deler is van #A, dus uit de stelling van Maschke (stelling
3.12) volgt dat Fl[A] semisimpel is. Dit impliceert dat V als Fl[A]-
moduul isomorf is met

Vn/Vn−1 ⊕ . . .⊕ V1/V0.

Elk van de termen hierboven is een cyclische groep van orde l. Hieruit
volgt gemakkelijk dat A abels is en van exponent een deler van l− 1.

[⇐] We geven een bewijs met behulp van inductie naar het aantal
priemfactoren van #G. Laat l wederom de grootste priemdeler zijn
van #G. We laten zien dat Sl een G-hyperoplosbare ondergroep van
G is. Beschouw de onderste l-centrale rij van Sl

Sl = H0 ) H1 ) . . . ) Ht = {1}.

We zullen deze keten vervolgens verfijnen met normale ondergroe-
pen in G zodanig dat we een hyperoplosbaarheidsketen voor Sl ver-
krijgen.

Zet V = Hi/Hi+1 voor een zekere i ∈ {0, . . . , t − 1}, dan is V
een niet-triviale Fl-vectorruimte. Laat A het beeld zijn van φl en
beschouw de natuurlijke werking van A op V . We zien dat V een
Fl[A]-moduul is. Zij V ′ ( V een maximaal deelmoduul, dan is V/V ′

een simpel Fl[A]-moduul en lemma 3.13 impliceert dat #(V/V ′) = l.
Door dit argument te herhalen zien we dat er een n ∈ Z,n > 0 en een
keten van Fl[A]-modulen

V = V0
l
⊇ V1

l
⊇ . . .

l
⊇ Vn = {0}

bestaan zodanig dat elke index #(Vj/Vj+1) (voor j = 0, . . . ,n− 1) ge-
lijk is aan l. Neem het inverse beeld van elk van de deze deelmodulen
onder het homomorfisme π : Hi → Hi/Hi+1. Dit levert een keten van
ondergroepen in G:

Hi = N0
l
⊇ N1

l
⊇ . . .

l
⊇ Nn = Hi+1,

waarbij elke index eveneens gelijk is aan l. Observeer dat de con-
jugatiewerking van Sl op Hi/Hi+1 triviaal is. Daarnaast zijn voor
j = 0, . . . ,n de ondergroepen Nj stabiel onder de werking van A.
Hieruit volgt: Nj � G voor alle j. Op deze wijze kunnen we elk van
de inclusies Hi ⊇ Hi+1 verfijnen met normale ondergroepen en we
concluderen hieruit dat Sl een G-hyperoplosbare ondergroep van G
is.
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De inductiehypothese toegepast op G/Sl laat zien dat G/Sl hyper-
oplosbaar is. Propositie 2.4 bewerkstelligt nu de hyperoplosbaarheid
van G.



4
E E N T O E T S V O O R H Y P E R O P L O S B A A R H E I D

Gedurende deze hele paragraaf zal G een eindige groep voorstellen. We
beginnen met het beschrijven van een toets voor hyperoplosbaarheid
die we in de literatuur hebben aangetroffen. Een element g ∈ G heet
een gegeneraliseerd centrumelement als voor alle Sylowondergroepen
P ⊆ G geldt: 〈g〉P = P〈g〉. Vervolgens definiëren we het gegenerali-
seerde centrum ZGen(G) van G als de ondergroep voortgebracht door
de gegeneraliseerde centrumelementen.

Beschouw de keten van stijgende ondergroepen Ki ⊆ G (i ∈ Z, i >
0) met K0 = {1} en Ki het inverse beeld van ZGen(G/Ki−1) onder
G→ G/Ki−1 (voor i > 1).

Het gegeneraliseerde hypercentrum Z∗Gen(G) van G is de vereniging⋃
i>0 Ki. We hebben de volgende stelling:

Stelling 4.1. Er geldt: G is hyperoplosbaar dan en slechts dan als
Z∗Gen(G) = G.

Bewijs. Zie [1, stelling 2.8.(i)].

In deze paragraaf zullen wij — gegeven een groep G — een keten
van dalende ondergroepen G(i) ⊆ G (met i ∈ Z, i > 0) definiëren
zodanig dat het volgende geldt:

G hyperoplosbaar⇔ G(t) = 1 voor een zekere t ∈ Z, t > 0.

Een dergelijke toets voor hyperoplosbaarheid hebben we in de lite-
ratuur niet kunnen vinden. We beginnen met het definiëren van een
speciale operator op de verzameling van normale ondergroepen van
G. Zij H � G een normale ondergroep. We definiëren een ondergroep
Γ(H) ⊆ G als volgt: als H = {1}, dan Γ(H) = {1}; als H 6= {1}, dan

Γ(H) = [G ′Gp−1,H]Hp,

met p de kleinste priemdeler van #H, G ′ = [G,G], en Gn de groep
voortgebracht door de n-de machten van elementen uit G. Dat Γ(H)
een ondergroep is volgt uit het onderstaande lemma.

Lemma 4.2. Laat H, I � G normale ondergroepen zijn met H ⊇ I. Stel
dat #H > 1 en laat p de kleinste priemdeler van #H zijn. Dan geldt:

i. Γ(H) � G;

ii. Γ(H) ⊆ H en H/Γ(H) is een elementair abelse p-groep;

iii. Γ(H) ⊇ Γ(I).

19
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Bewijs. i. Merk hiervoor op dat [G ′Gp−1,H] en Hp normale onder-
groepen van G zijn.

ii. Uit de normaliteit van H volgt dat [A,H] ⊆ H voor elke onder-
groep A ⊆ G. In het bijzonder geldt [G ′Gp−1,H] ⊆ H. Uiteraard geldt
Hp ⊆ H, dus Γ(H) ⊆ H. Verder volgt gemakkelijk uit de definitie van
Γ(H) dat H/Γ(H) van exponent een deler van p is.

Rest ons aan te tonen dat H/Γ(H) abels is. Er geldt H = Hp−1,
immers elk element van H heeft een orde copriem met p − 1 en is
daarom te schrijven als een (p− 1)-de macht van een element uit H.
Hieruit volgt H ⊆ G ′Gp−1. Dan geldt ook [H,H] ⊆ Γ(H), en dus is
H/Γ(H) abels.

iii. Als p | #I, dan is p ook de kleinste priemdeler van #I en volgt
gemakkelijk dat Γ(I) ⊆ Γ(H). Stel p - #I en beschouw de quotiëntaf-
beelding π : H→ H/Γ(H). Het beeld π[I] heeft een orde die een deler
is van #I en van #(H/Γ(H)). Dit laatste getal is een macht van p we-
gens (ii), dus volgt #π[I] = 1. Oftewel π[I] is triviaal in H/Γ(H) en
Γ(I) ⊆ I ⊆ Γ(H).

We zullen vervolgens met G een keten van ondergroepen associë-
ren. We definiëren inductief ondergroepen G(i) ⊆ G voor i ∈ Z>0

door
G(0) := G, G(i) := Γ(G(i−1)) (i > 1).

Dit levert ons een keten

G = G(0) ⊇ G(1) ⊇ G(2) ⊇ . . .

bestaande uit normale ondergroepen van G.

Stelling 4.3. Er geldt: G is hyperoplosbaar dan en slechts dan als voor
een zekere t ∈ Z, t > 0 geldt: G(t) = {1}.

Bewijs. [⇒] Beschouw een hyperoplosbaarheidsketen van G als in
lemma 2.6, zeg

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gt = {1}.

Met behulp van inductie naar i zullen we bewijzen datG(i) ⊆ Gi voor
alle i = 0, . . . , t zodat in het bijzonder G(t) = {1}. Het geval i = 0 is
triviaal. Stel dat de bewering waar is voor een zekere i ∈ {0, . . . , t− 1}.
Definieer p = [Gi : Gi+1] zodat p de kleinste priemdeler van Gi is en
Γ(Gi) = [G ′Gp−1,Gi]G

p
i . Omdat Gi/Gi+1 cyclisch is van orde p volgt

dat Gpi ⊆ Gi+1. Beschouw vervolgens de conjugatiewerking G →
Aut(Gi/Gi+1). Observeer dat Aut(Gi/Gi+1) een cyclische groep van
orde p−1 is, dus in het bijzonder abels en van exponent p−1. Hieruit
volgt rechtstreeks dat [G ′Gp−1,Gi] ⊆ Gi+1 en we concluderen dat

Γ(Gi) = [G ′Gp−1,Gi]G
p
i ⊆ Gi+1.

Wegens onze inductiehypothese en lemma 4.2.iii hebben we nu dat

G(i+1) = Γ(G(i)) ⊆ Γ(Gi) ⊆ Gi+1.
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Hiermee is de inductiestap gezet en zijn we klaar.
[⇐] Stel dat N � G een niet-triviale normale ondergroep is en p de

kleinste priemdeler van #N. Uit lemma 4.2.ii volgt dat V := N/Γ(N)

een vectorruimte over Fp is. Beschouw de conjugatiewerking van G
op V en observeer dat deze op de onderstaande wijze factoriseert.

G Aut (V)

G/G ′Gp−1

Zet A := G/G ′Gp−1 en merk op dat A abels is en van exponent
een deler van p− 1. In het bijzonder is V een Fp[A]-moduul. Stel dat
V 6= {0} en zij V ′ ⊆ V een maximaal deelmoduul. Dan is V/V ′ een
simpel Fp[A]-moduul en wegens lemma 3.13 is zijn orde gelijk aan p.
Door dit argument te herhalen zien we dat een zekere n ∈ Z,n > 0
en een keten van deelmodulen

{0} = V0
p

⊆ V1
p

⊆ . . .
p

⊆ Vn = V

bestaan waarbij elke index gelijk is aan p. Door van elk van deze deel-
modulen het inverse beeld onder het homomorfisme π : N→ N/Γ(N)

te nemen, verkrijgen we een keten van normale ondergroepen in G:

Γ(N) = N0
p

⊆ N1
p

⊆ . . .
p

⊆ Nn = N,

waarbij elke index eveneens gelijk is aan p.
Het bewijs is nu gemakkelijk af te maken. Als t = 0, dan volgt:

G = G(0) = {1} en G is hyperoplosbaar. Als t > 0, dan kunnen we
door achtereenvolgens N gelijk te nemen aan G(0),G(1), . . . ,G(t−1)

en het bovenstaande toe te passen de oorspronkelijke keten (G(i))
t
i=0

verfijnen tot een hyperoplosbaarheidsketen.
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