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Inleiding

Een lineaire recurrente rij (Irr) U = {u, }32, in C wordt gegeven door een lineaire
recurrentie:
Up = Cllp—1 + CoUp_o + -+ + CpUp_(n > k)

met coéfficiénten ¢y, ..., c, € C en beginwaarden ug, ..., u;_1 € C.
In deze scriptie behandelen we de volgende Stelling van Skolem-Mahler-Lech:

Zig U een lrr. Dan is de verzameling N(U) = {n € Zso;u, = 0} de vereniging van een
eindige verzameling met een eindig aantal rekenkundige rijen.

Deze stelling kan worden bewezen met behulp van de methode van p-adische getallen
en p-adische machtreeksen.

Skolem bedacht de methode gebaseerd op p-adische getallen en p-adische machtreeksen en
bewees de stelling (1934)[4] [5] in het geval U = {u, }5°, al zijn termen in Q heeft.
Mahler (1935)[3] bewees de stelling in het geval alle termen van U algebraische getallen
zijn. Lech (1953)[2] bewees de stelling in het algemene geval. Het idee van Lech was een
nieuwe inbeddingsstelling waarmee hij een willekeurige Irr de rij kon afbeelden in het li-
chaam van de p-adische getallen .

Voorbeeld: 1) Rij aan Fibonacci: u, = w,_1 + t,_2 (n > 2),
Uy = O,Ul =1. Dan N(U) = {0}

2) Zij u, = Z52(3" — (~3)")

Er geldt ug = 0,u; = —1,uy = 0,ug = 0.

Verder is u,, = 18u,,_o—81u,_4 voor n > 4. Er geldt dat u,, = 0 voor alle even waarden van
n, en u, # 0 voor alle oneven waarden van n met n > 5. Dus N(U) = {3} U{0,2,4,6,...}.

Ten eerste definiéren we lineaire recurrente rijen en geven enkele eigenschappen

daarvan.

Ten tweede definiéren we lichaam het @, van de p-adische getallen We gaan daarna de
nodige eigenschappen van p-adische getallen en p-adische machtreeksen bestuderen.

Verder gebruiken we de Inbeddingsstelling van Lech (zonder bewijs), die een relatie geeft
tussen de stelling van Skolem-Mahler-Lech en p-adische getallen.

Tenslotte passen wij de stelling van Strassman over nulpunten van p-adische machtreeksen

samen met lemma’s en stellingen toe die eerder in deze scriptie worden behandeld en geven
hiermee een bewijs van de stelling van Skolem-Mahler-Lech.
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1 Lineaire recurrente rijen

Definitie: Een lineaire recurente rij (Irr) U = {u, }5, in C
wordt gegeven door een lineaire recurrentie:

Up = CUp_1 + CoUp_o+ -+ + Uy (n > k) (1)

met coéfficiénten ¢y, ..., c, € C en beginwaarden ug, ..., u;_1 € C.

Onder alle lineaire recurrenties waaraan een gegeven Irr voldoet is er een unieke recur-
rentie, waarvoor de lengte k£ minimaal is. Deze minimale waarde van k heet de orde van

U.

7ij U = {u,}>2, een Irr van orde k met recurrentie zoals gegeven bij (1). Het karakte-
ristiek polynoom van U is gegeven door Fy(X) := X* — ¢, Xk~ 1 — ... — ¢;. We kunnen dit
ook opschrijven als

FuX)=(X—a)?...(X —a,)” (2)
waarbij aq, ..., a, € C verschillend zijn, en e; > 0 voor i =1,...,r.

Stelling 1. Er zijn uniek bepaalde polynomen f; € C[X| van graad e; —1 voori=1,...,r

zodat: i
=2 filmai (3)

waarbij oy en e; (1 =1,...,1) worden gegeven door (2).
Bewijs. Er zijn een polynoom A van graad < k en constanten c;; met

n_ A(X)
ZunX 11— X — X2 —- - — ¢ XF ZZ l—ozX

=1 j=1

rooe; . 0 (n_'_j_l)OZZan_Z<ZZC”(n+i_1) Z”) xXn
0

i=1 j=1 n= i=1 j=1

Waarbij



In deze scriptie geven we het bewijs van de volgende stelling;:

Stelling 2 (Skolem,Mahler,Lech) De verzameling N(U) = {n € Zso;u, = 0} is de
vereniging van een eindige verzameling en een aantal rekenkundige rijen.

Het bewijs is gebaseerd op de theorie van p-adische getallen en p-adische machtreeksen.

2 p-adische absolute waarde
Definitie: Zij p een priemgetal , dan definiéren we de orde van a € Q door

ord,(a) = malsa=p™"b/c met m,b,c € Z en p geen deler van b en c,

ord,(0) = oo

Dan definiéren we de p-adische absolute waarde van a € Q door:

‘a|p — pfordp(a).

Voorbeeld: Zij a = 37°7%11% dan |a|3 = 3°, |a|;; = 117% en |a], = 1 voor alle
priemgetallen p # 3,7, 11.

Eigenschappen :
o |ab|, = |a|,|b|, voor alle a en b € Q;
e |a+ b|, < max (|aly,|b|,) voor alle a en b € Q;

e |a + b|, = max (|al,, |b],) voor alle a en b € Q met |al, # |b],.

3 Lichaam van p-adische getallen

Voor meer informatie over p-adische getallen zie [1].

|.|, definieert een norm op Q . De rij {z,}2°, € Q heet een Cauchy-rij m.b.t |.|, als

My, oo |Tm — Tnlp = 0

De rij {x,}22, in Q heet een nulrij m.b.t |.|, als lim, . |2,|, = 0.

De Cauchy-rijen m.b.t |.|, met termsgewijze optelling en vermenigvuldiging vormen een
ring R. De nulrijen vormen een maximaal ideaal M in R.



Het quotient R/M is een lichaam, dat we aangeven met Q,, het lichaam van de p-adische getallen.
We identificeren a € Q met de restklasse modulo M van de constante Cauchy-rij {a}. Dan
kunnen we Q opvatten als deellichaam van Q,. We kunnen |.|, eenduidig voortzetten tot

Qp, door te definiéren:

||, == lim,, . |an ], als a de restklasse mod M is van de Cauchy-rij {a,}5°, .

Lemma 1
1. De absolute waarde |.|, is niet-archimedisch.
2. De waardenverzameling van |.|, op Q, is {0} U {p™:m € Z}.

Bewigs. (1) Zijn xz,y € Q, neem rijen {z,} ,{y,} uit Q die convergeren naar respectievelijk
x en y,
dan |z 4+ ylp = limy oo [z + yelp < limyoo max (|2, |yelp) = max (], [yl,).

(2) Zij x € Q, . Dan er is een 1ij {x,,} in Q die convergeert naar z,dus |z|, = limg_ |Zk|p-
Voor alle k geldt |zx|, = p™ voor zekere my, € Z. De rij van {p"*} convergeert, dus er
zijn m en ko zodat my = m voor alle k > kq. Dus |z|, = p™. O

De verzameling Z,={z € Q, : |z|, < 1} is een deelring van Q,, de ring van p-adische
gehelen.
Er geldt Z C Z, C Q,.

Lemma 2. Voor alle o € Zy, en alle m € Zx, is er een unieke a,, € Z, zodat
la—aml, <p™™ en 0 <a, <pm.

Bewigs. Als a,b € Q, dan schrijven we a = b ( mod p™) als (a — b)/p™ € Z,. Omdat Q
dicht ligt in @, is er een rationaal getal (a/b) met a en b € Z met

ggd(a,b) =1 zodat |a — (a/b)], < p~™.

b is niet deelbaar door p want |a/b|, < 1, dus er is een geheel getal a,, met

(bay,) = a( mod p™) en 0 < a,, < p™.

Dus |a — aply < max(fa — (/b)) (@/5) — aly) < 7

Zij z, een ander geheel getal met de eigenschap van het lemma, dan geldt |a,, — 2|, < p™™
dus z,, = a,,( mod p™). Maar dan is z,, = a,, dus a,, is uniek bepaald. O

Gevolg: Z ligt dicht in Z,.
Stelling 3. (i) De eenhedengroep van Z, is

Z;:{xe(@p:|x‘p:1}

(ii) De idealen ongelijk aan (0) van Z, zijn p™Z,, (m =0,1,2,---) .Verder is
L[ ™ Ly = L[ "L



Bewijs. (i) Wij hebben z € Z) <= |z|, < 1]z, < 1l <= |z[, < len |z, > 1 & |z|, =
1.

(i) Zij I een ideaal ongelijk aan (0) van Z,. Kies o € I zodat |a|, maximaal is, en zij
lal, = p™™. Danis [p~"al, = pmp™™ = 1, dus p~"a € Z;, m.a.w. pma~l € Zy. Omdat [
een ideaal is volgt dat p™ = a(p™a~!) € I.

Zij f € I met |fp~™|, < 1. Danis 8p™™ € Z,, dus § € p™Z,. Bijgevolg is I C p"Z,.
Omdat ook p™Z, C I, volgt dat p™Z, = I.

Volgens Lemma 2 is de inclusie Z,/p™Z, — Z/p™Z surjectief. Hieruit volgt (ii). O

Lemma 3. Zij {a, };> eenrijin Q,. Danis ) - aj convergent in Q, <= limy_. aj = 0.

Bewijs. =) Stel dat a =), _ a; convergeert. Dan a, = >} _,ar — Ez;é ar — a—a =0
als n — oo.

<) Stel ap, — 0 als k — oo . Zij o, = Y p_ ax, dan geldt voor alle m,n met m > n > 0
dat am — nly = | Sy axly < max((anslps -+ fali) — 0 als

m,n — 00, dus «,, is een Cauchy rij in Q, dus a,, convergeert want QQ,, is compleet. O

e Opmerking (belangrijk): Iedere reeks Y a, die in Q, convergeert is
onvoorwaardelijk convergent, m.a.w. als we de termen van {a,} permuteren dan
blijft de reeks convergent, en blijft de waarde van de reeks onveranderd.

Feit 1. Definieer de bal B(a,r) = {z € Q, : |x —a|, < r}. Als b € B(a,r), dan is
B(a,r) = B(b,r), m.a.w ieder punt in een bal is een middelpunt van die bal.

Bewijs. Zij x € B(a,r). Dan |z —b|, < max(|z — al,,|a —b|,) < r dus x € B(b,r).
Bijgevolg is B(a,r) C B(b,r). Op dezelfde manier volgt dat B(b,r) C B(a,r). Dus
B(a,r) = B(b,r). O

Definitie. We zeggen dat U C Q, open is, als U = () of als er voor alle a € U een m > 0
is met B(a,p~™) C U. De open verzamelingen in Q, vormen de p-adische topologie.

Stelling 4. Zija € Q,,m € Z. Dan is B(a,p™™) open en compact in de p-adische
topologie

Bewijs. Uit Feit 1 volgt direct dat B(a,p~™) open is. Stel By := B(a,p~™) is niet compact.
Dan is er een oneindige open overdekking {U;};c4 van By, zodat geen eindige deelcollectie
van {U; }iea de verzameling By overdekt. Zij z € B(a,p™™). Dan is [25*|, < 1. Dus volgens
Lemma 2, is er een b € {0,...,p — 1} zodat

Tr—a
pm

—bl, < p'. Met andere woorden, = € B(a + bp™,p~™ ).



Dan volgt:
p—1

B(a,p~™) = Bla+bp™,p~).
b=0
Dus er is een bal By C B(a,p™™) = By van straal p~™ !, die niet overdekt wordt door
een eindige deelverzameling van {U;};ca. Door dit argument te herhalen, vinden we een
oneindige rij By D B; D By D ..., waarbij B; een bal van straal p~™~% is die geen eindige
deelverzameling van {U;};c4 heeft.

We laten zien dat de doorsnede van deze ballen niet leeg is:
Kies voor alle i > 0 een z; € B;. Dus B; = B(x;,p~™ ). Dan is de 1ij {z;} een Cauchy-rij
want

—m—min(¢,j)

|z, — 2], <p — 0 als 7,7 — oc.

Maar Q, is compleet dus deze rij heeft een limiet z* in Q,. Dan z* € B; voor alle ¢ want

o — a7l = i |2y — a2, < P

Dus B; = B(z*,p~™7%) voor alle i > 0. Het punt z* ligt in een open verzameling U uit
{Ui}ica, dus er is een m; > 0 zodat B(z*,p~™') C U. Wij kiezen ¢ zo groot mogelijk zodat
Bi(z*,p~™ %) C B(x*,p~™) C U. Dus B; wordt overdekt door een eindige deelcollectie
van {U;}ica. Dus de aanname dat By := B(a,p~™) niet compact is, was onjuist. O

Gevolg 2. Z, is open en compact.

Belangrijk. De volgende stelling geeft de relatie tussen de stelling van Skolem-Mahler-
Lech en p-adische getallen.

Inbeddingsstelling van Lech. Zij k het lichaam voortgebracht over Q door de «; en
de coéfficiénten van f; (i =1,...,r), waarbij a; en de coéfficiénten van f; en r worden
gegeven door (2) en (3) voor i = 1,...,r. Dan er zijn een priemgetal p en een injectief
homomorfisme ® : k — Q, met |p(cy)|, =1Vi=1,...,r.

Bewijs. Zie [2]. O
Gevolg 3:

We kunnen ¢(z) identificeren met = € k, dus wij mogen aannemen dat «; en de
coéfliciénten van f; (¢ =1,...,7) in Q, liggen en dat |oy|, =1 voori=1,...,r.



4 Theorie van machtreeksen in Q,

We proberen een machtreeks G(X) = Y 77 apz" te definiéren op Z, zodat G(n)
S _o Ji(n)al voor alle n € Zs,.

Feit 2. zij a, € Q, voor alle n > 0 en z € Q,. Dan convergeert » > a,z"
Q) <= lim,, . |anz™|, = 0.

Bewijs. Gevolg van Lemma 3.

n=1

in

O

Definitie. Wij definiéren exp,(z) = > " z"/n! en log,(z + 1) = > (=1)""'a"/n

voor alle x € Q, waarvoor de machtreeksen convergeren.

Wij gaan nu convergentiegebieden van exp,, en log, bepalen.

Lemma 4.
1. lim, .o |z"/n!], =0 als |z|, < p~ /@Y.
2. limy oo |(=1)"*2" /0|, =0 als |z|, < 1.
Bewijs. 1. Zij 7}, het aantal getallen in {1,...,n} dat deelbaar is door p*¥. Dan
ord,(n!) = Z k(ry — res1) Z kry — Z — Dk

k=1 k=2
oo
k=

I
NE

TR = Zn/p

1

=
Il

1

Neem nu aan dat |z|, < p~'/P71. Dan is ord,(r) = a met o > 1/(p — 1), dus

[e.e]

ord,(z"/nl) = na—Z[n/Pk]

1
> na—Zn/pk:n(a—F)%ooalsnﬁoo.
k=1

Dus lim,_.o. |2 /nl], = plimn—es(ords(a™/m) — g
2. Er geldt |(~1)"%" /nl, = 2" /nl,
Stel |z|, = a, en |n|, =p~™ . Dan volgt @« < 1 en m > 0

|z /n|, = o™p™ < a"n. Zij z = o™n, dan log(z) = n(log(«) + log(n)/n) — —oo als



n — oo want log(a) < 0. Dus a™n — 0 en vervolgens lim, . [(—1)""'z"/n|, = 0 als
lz| < 1.
U

Gevolg 5. exp,(z) en log,(x) convergeren respectievelijk op
{reQy: [z, < p /@ Y en op {x € Qp: x|, <1}

Definitie.  Zij U een open deelverzameling van Q, en f : U — Q, een functie. We
zeggen dat f differentieerbaar is op U als

1o F@) = f0)

T—a Tr—a

bestaat voor alle a € U.

We noemen deze limiet f'(a), m.a.w voor alle a € U is er een getal f'(a) met de volgende
eigenschap: voor alle € > 0 is er een § > 0 zodat

f(z) = f(a)

| r—a

— f'(a)], < € voor alle x € Q, met |z — a|, < 0.

Eigenschappen:

Zijn f, g differentieerbare functies op een open deelverzameling U van Q, . Dan geldt:

(f+9)=f+4d,

(cf) = cf voor c € Qp,

(fg) =rfg+df,

(f/g9) = gf,g;zglf als g(x) # 0 voor alle x € Q,.

Zij V een open deelverzameling van Q, en h : V — Q, differentieerbaar functie
zodat h(V) C U . Dan is f o h een differenticerbare functie van V naar Q, en
f(h(z)) = f'(h(x))W () voor x € V.

Het bewijs gaat op dezelfde manier als in de reéle analyse.

Stelling . Zij f(z) =)~ ,a,z" met a, € Q, een machtreeks die convergeert op B(0,7),
r >0, dan is f een differentieerbare op B(0,7) en f'(z) = > 7 na,z" ! voor x € B(0,r).

Bewijs. zij € > 0 en a € B(0,r). Dan

Tr—a

[@)=J@) =y et —at)
\xi—zn 1|p=|;%—nanx ' (1)
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Maar

ima Tt T ama b

= |z —aly|a,(a" 2+ 2" P (x+a)+ -+ 2"+ ar" P+ a2,
= |r —alpla,(x" > + (2" 2+ az" )+ |, .

In de tweede factor zijn alle termen van de vorm a,z™ 2 9a’ met i > 0. We kiezen

d zodat 6 < |al,. Dan geldt voor alle x met |z —a|, < § dat |z|, = |a|,. Dan volgt
|(lnl‘n 2— z Z|p |a'n n— 2|p .
Zij M := max,>o |a,a"|,. Dan M is eindig omdat Y~ a,a"” convergent is. Kies nu &

zodat %5 < €. Dan volgt
p

| f

M
n—1
< <—0<
r—a Znan |p | ‘2|l‘ a’|p ‘a|12) €

voor alle x met |z —al, < 0, z # a. Dus f is differentieerbaar en f'(z) = > 7 na,z" . O
Lemma 5.
1. [logy(z + DIy = [zl als |z], < p~/&.
2. exp, (w1 + x2) = expy(21) exp(x2) als |z1], < p~ /P en |af, < p~H/ ¥~
3. exp,(log,(1 + z)) = 1+ z als |z], < p /P71,
4. log,(exp,(x)) = z als |z], < p~ /=D,

5. exp,(xlog,(1 + 3)) is goed gedefinieerd als x € Z, en |3, < p /=),

(=)

. exp,(mlog,(1+ B)) = (14 )™ voor m € Zsg en |B, < p~H/@=1.
Bewijs. 1. Wij hebben

log,(1+x) = r— 2?2+ 2%/3 -2t/
dus [log,(1+ 2l < max([aly, [2/121p, ol2/ 3l )

Er geldt |log,(z + 1)[, = |z|, als % < |z|, voor alle i > 2 ( zie eigenschappen van |.|,).
Dus het is voldoende om te bewijzen dat

|x|;—1 < |i], voor allei >2,x € Q,, |x|, < p D), (5)

11



Wij hebben twee mogelijkheden:

1. pis geen deler van ¢, dan volgt dat |i|, = 1 en dus is (5) zeker juist.

2. pis een deler van ¢, dus er is een geheel getal ¢ met |i'|, =1 en ¢ = p™ -7’ met m > 0,
dus geldt (5) d.e.s.d. als

|21 < p~™ voor alle m > 0 en alle i’ > 1. (®)

Er geldt

A
want |z[, <lenp™- -7 —1>p™ —1, dus (6) geldt d.e.s.d. als
2" < 7)

voor alle m > 1, dus er geldt ook (5) <= (7)
Nu is |z|, < p® 0, d.e.s.d. als
b=t <p7h.

Dan geldt

‘xﬁ’”fl — ‘x|§)p—1)(1+p+p2+---+pm*1) < <p—1)1+p+pQ+---+pW1 <p ™,

Dus (7) geldt . Hieruit volgt (5).

2. Als |z], < p VPV en |zy], < p~/®~D dan geldt ook
|21 + 2], < max (|71, |22],) < p~/®~1) (eigenschappen van |.|,). Dus enerzijds

12



n .. .. .
exp,(T1 + 12) = Yoo (21 +27) , en anderszijds wegens onvoorwaardelijke convergentie,

k!

exp,,(71) exp,(72)

o0 (e 9]
Z xy /n! Z xh' /m!
n=0 m=0
i i iy
nlm!

n=0 m=0
>y ue
nlm!

m-+n=~k

xr, + ZL‘Q).

¢
”
=
S

Definieer f(x) := exp,(log,(1+ ), g(z) =1+ .

Dan is f(z) =) " a,a"™ met zekere a, € Q
Volgens 2. is |log,(z + 1)|, = |z, als |z|, < p~"/®~V dus f(z) convergeert voor alle
z € Q, met |z[, < p~/®~V. Nu geldt voor alle z € Q, met |z|, < p~/®~Y dat enerzijds

f'(x) =377 nayz" ! en anderzijds

— exp,(log,(1+ 1))

f(x) = exp;,(logp(l + x)). log;)(l + )

~ f=)
1+ 14z

Dus (1 + x) Znanx”’l = Zanx" voor alle z € Q, met |z|, < p~/®~1,
n=1

n=0

Uitwerking geeft:

o0

n=0

Z[(n + D)an1 + nayjz" = Zanx” voor alle z € Q, met |z|, < p~/®~V

dus (n + 1)a,41 + na, = a, voor alle n > 0.

13



Omdat f(0) = 1 volgt dat ap = 1. En dan volgt a; = 1 en met inductie a,, = 0 voor alle
n>2.Dus f(z) =327 ja,a™ = 1+ z voor alle z € Q, met |z|, < p~¥/P1

4. Wij laten eerst zien dat log,(exp,(z)) is goed gedefinieerd als |z|, < p~/®*~Y. Dan
moeten we bewijzen |exp,(z) — 1|, < 1:

|epr(:c) — 1], =z + /20 + 23 /3 |, < max(|z|,, \x2/2!|p, \x3/3!\p, ).

Dus het is voldoende te bewijzen dat |2°/i!|, < 1, voor alle i > 1 met |z, < p~%/®~

Er geldt ord,(z*/i!) > i(ord,(z) —
(zie het bewijs van lemma 4.1).

ﬁ), voor alle i > 1 en x € Q, met ||, < p~V/P~1.

Dus |z'/i!|, < p_i(ord”(””)_ﬁ) < 1 want ord,(z) > 1/(p—1)eni > 1.

Dan volgt | exp,(z) — 1], < 1.

Definieer f(z): = log,(exp,(z)) voor alle z € Q, met |z, < p Y1),
/ 1
an is [ (z) D, (@) exp, () :

dus f(z) =2+ c. Maar f(0) =0dusc=0en f(z) =z.
5. Er geldt:
|z log(1 + B)], = |z[,|8], < p™/®~V als € Z, en |B], < p~/*~V( volgens 1.)
Dus exp,(zlog,(1 + 3)) is goed gedefiniéerd als z € Z, en |3], < p~ /=1,

6. Met inductie naar m. Als m = 1 dan geldt volgens (3) dat exp,(log,(1+x)) =1+
als |z], < p~Y®=1. Stel de bewering waar is voor m — 1. Dan geldt

expy (m— logy(14)) = (142"

en Volgens 2. geldt exp,(mlog,(1+x)) = exp, ((m —1)log,(1+ z)) explog(l + z)
= (o)

Lemma 6. Zij 5 € Z, met |B|, =1 en d=p(p—1). Dan

3% — 1|, < p /1)
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Bewijs. Volgens Stelling 3 is : (Z,/p*Z,)* = (Z/p*Z)*.

Dus het aantal elementen van (Z,/p*Z,)* is gelijk aan het Euler-getal: ¢(p®) = p(p — 1).

Maar dan is 77" = 1( mod p?).
Dus |8¢ — 1|, < p~2 < p~/®=Y waarbij d = p(p — 1).

O

Gevolg 6. Wegens Gevolg 3 mogen we aannemen dat |a;|, = 1 voor ¢ = 1...,r. Dan
volgt :

erisd >0 met |af — 1|, < p YV voorallei =1,...,r (8)

In de volgende Stelling bekijken we de nulpunten van een machtreeks die convergeert
op een bal en bestuderen we wanneer deze eindig of oneindig veel nulpunten heeft.

Stelling 5 (Strassman) Zij f(z) = Y .°,b,2" een machtreeks met b, € Q, voor alle
n > 0 die convergeert voor alle x € Z,, . Dan geldt het volgende :

e Stel f(x) is niet identiek nul op Z,, dan heeft f(z) maar eindig veel nulpunten in Z,

Bewigs. Definieer S := {z € Z,: f(xz) = 0}. Stel dat S oneindig is, Z, is compact. Dus S
heeft een ophopingspunt yy € Z, . Dan is er een een rij {y,}7°, in S met lim, ...y, = vo
en met y,, # 1o voor alle n.

Wij kunnen f(z) omschrijven als :

flx) = Zb (* — o) + (%0))"
Zb (Z() 1y k(ﬂf—yo)k>
- Z (Zb < ) )" g k) (z —yo)*,

k=0 \n=k

vanwege de onverwaardelijke convergentie van reeksen in Q,,.

Dus f(z) =Y cile — o) = co + (& — o) + ol —0)* + -+,
k=0

waarbij ¢ = Y07, b, () (—1)" Fyg "

Omdat f(yo) = 0 dan geldt ¢q = 0.
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Zij ko de eerste k met ¢, # 0. Dan is

f(:L‘) = Ck (ZL‘ - yo)ko + Cko-l—l(x - ?/O)kO—’—1 + Ck0+2(x - yO)k0+2 +oe
= (2= 0)" (ko + Cror1 (& = Yo) + Crora(a — yo)* -+ -)
= (z —yo)™H(z) waarbij H(z) = ¢, + Crosr(z — yo) + - - -
H(x) is continu in yo en H(yo) = ¢o # 0. Dus er is een € > 0 zodat H(z) # 0 voor alle x

met |z — yo|, < €. Dan volgt dat f(z) # 0 voor alle x € Z, met |z — yo|, < € en & # yo.
Maar er is een y,, € S met |y, —yo|, < € en daarvoor zou dan gelden f(y,) # 0, tegenspraak.

Dus f heeft maar eindig veel nulpunten in Z,. O

5 Bewijs van de Stelling van Skolem-Mahler-Lech

Nu gaan wij terug naar de Stelling 2 van Skolem-Mahler-Lech. Om die te bewijzen gebrui-
ken de lemma’s en stellingen die eerder in deze scriptie zijn behandeld.

Bewijs. Volgens Stelling 1 is u, = Y., fi(n)af voor alle n > 0. Wegens gevolg 3 van de
Inbeddingsstelling van Lech mogen we aannemen dat «; en de coéfficiénten van
fi i=1,...,r) tot Q, behoren en dat |a;|, =1 voori=1,...,7.

We schrijven n = md + e waarbij d is gegeven door (8) en waarbij e € {0,...,d — 1}.
Dan is:

Umdie = Zgl 1+ 5;)™ ; waarbij g;(m Z filmd + e)ag, en a =1+7,

i=1
met |3, = |ad — 1], < p_ﬁ (Gevolg 6 ).
Uit Lemma 6.5 en 6.6 volgt dat exp,(mlog(l + 3;)) goed gedefinieerd is en

(14 ;)™ = exp,(mlog(1 + 3;)) voor alle m € Z. Dus
Umdte = Z gi(m) exp,(mlog(1 + ;) voor m € Z
= G.(m) waarbij G¢( z:gZ x) exp,(z log,(1 + ;) voor x € Z,

Wij gaan nu de stelling van Strassman op de machtreeks G(x) toepassen:

Ge(X) convergeert op Z,. Dus er zijn twee mogelijkheden:

1. G¢(z) is niet identiek nul. Dan heeft G. hoogstens eindig veel nulpunten in Z,.
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2. G.(X) is identiek nul. Dan is G.(x) = 0 voor alle = € Z,.

Definieer N (U) = {md + e :m € Z>¢, Umate = 0}.
Gevolg van mogelijkheid 1:

Umd+e = Ge(m) = 0 voor hoogstens eindig veel m € Zsg. Dus N,(U) is eindig.

Gevolg van mogelijkheid 2:
Umdre = Ge(m) = 0 voor alle m € Z>y. M.a.w.N.(U) is een rekenkundige rij.

We concluderen dat
NU) = JN.(U) 9)

de vereniging is van een eindige verzameling met een eindig aantal rekenkundige rijen.

Dit bewijst de stelling van Skolem-Mabhler-Lech.
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