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1 Abstract

Percolatietheorie is het onderdeel van de kansrekening dat zich toelegt
op de studie van configurationele eigenschappen van random netwerken. We
kijken naar bindingpercolatie op Z¢ =, d > 2 (het d-dimensionale Euclidische
rooster, met Z de roosterpunten en E? de bindingen van het rooster) en
T,,0 > 2 (de gewortelde boom met vertakkingsgraad o). Aan elke binding
van het rooster kennen we een ‘random gewicht’ toe, dat we uniform trekken
uit het eenheidsinterval [0,1]. De gewichten van verschillende bindingen zijn
onafhankelijk.

Voor p € [0,1], zij C, de cluster van de oorsprong met parameter p, dat
wil zeggen, de verzameling van alle bindingen met gewicht < p die aan elkaar
hangen en de oorsprong bevatten. We zijn geinteresseerd in de zogenaamde
percolatiefunctie:

0(p) = P(|Cy| = 0).
In mign scriptie zullen de volgende feiten bewezen worden:

1. Voor d > 2 bestaat er een p. € (0,1) zodanig dat 0(p) = 0 voor p < p.
en 6(p) > 0 voor p > p..

2. Op T, kan p— 6(p) bepaald worden. Er geldt p. = 1/o.

3. Op Z% is met kans 1 een oneindige cluster uniek. Op T, is dit niet het
geval.

4. De functie p — 0(p) is continu buiten p..
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2 Inleiding

Percolatietheorie is het onderdeel van de kansrekening dat zich toelegt op de
studie van configurationele eigenschappen van random netwerken. Daarom
is er een praktische richting en een theoretische richting van deze studie. In
mijn scriptie heb ik me toegelegd op het begrijpen en het uitdiepen van de
theoretische kant van de percolatietheorie door te gaan kijken van de meest
bekende vorm van percolatie, namelijk bindingpercolatie. Voor mij leek en
bleek dit een uiterst interessant onderwerp wegens twee redenen. Ten eer-
ste omdat bindingpercolatie een totaal nieuw onderwerp voor mij was. Ten
tweede omdat de mathematische problemen bij bindingpercolatie over het
algemeen makkelijk te begrijpen zijn, maar het vinden van de oplossingen
vaak meer moeite vergt dan verwacht. Dit laatste is uiteindelijk voor mij de
doorslag geweest om (binding)percolatie te kiezen als onderwerp voor mijn
bachelorscriptie aan het Mathematisch Instituut (MI) te Leiden.

De meest bekende vorm van percolatie is bindingpercolatie; dit vindt (net
als percolatietheorie in zijn geheel) zijn oorsprong in een puur toegepast pro-
bleem. Een voorbeeld is het koffiezetapparaat de percolator (zie titelblad);
hierin onstaat koffie doordat het water naar boven moet ‘wandelen’ door een
filter met gemalen koffiebonen, dat te modelleren is als een random netwerk.
Andere voorbeelden zijn: olie winnen uit poreus gesteente door er water in
te pompen; verkeer in een stad; telefoonnetwerken.

Bindingpercolatie bekijkt het d-dimensionale Euclidische rooster L¢ =
(Z4,E?), waar Z2 de roosterpunten zijn en E¢ de bindingen van het rooster
zijn. Vervolgens wordt onafhankelijk met dezelfde kans p € [0, 1] bepaald
of een binding ‘open’ is of niet. Dit, met alle andere basisbegrippen voor
bindingpercolatie wordt in het begin van mijn scriptie gegeven. Daarbij komt
ook het belangrijke begrip open clusters naar voren. Kortweg zijn dit de
maximale verbonden open componenten in L¢. Een belangrijke gegeven in
de percolatietheorie is dat er een kritieke drempel p. van p bestaat, zodanig
dat als p > p. elk punt x € Z< een strikt positieve kans heeft om bevat te zijn
in een oneindige open cluster, en deze kans is nul als p < p.. Het bestaan van
deze zogenaamde percolatiedrempel zal in hoofdstuk 3 aangetoond worden,
door te laten zien dat 0 < p. < 1 voor dimensies 2 en hoger.

Vervolgens zal in hoofdstuk 4 bindingpercolatie bekeken worden op een
speciaal soort rooster, namelijk de gewortelde boom T, met vertakkingsgraad
o > 2. Hier kan in tegenstelling tot ¢ de percolatiedrempel p.(c), afhanke-
lijk van o, exact bepaald worden, want het blijkt dat op T, geldt: p.(c) = 1/0
(alleen voor IL? is de waarde van p, wel bekend, namelijk p, = 1/2).

In hoofdstuk 5 zal ik dieper ingaan op de gebeurtenis dat een open cluster



oneindige grootte heeft. Hierin zal ook het onderscheid gemaakt worden
tussen de boom T, en het rooster LY. Want, op T, zorgt p. < p < 1 er
met kans 1 voor dat er oneindig veel oneindige open clusters zijn, terwijl
op L¢ geldt voor p > p. dat de oneindige open cluster met kans 1 uniek
is. Om deze twee gevallen aan te tonen is erg veel moeite nodig; zo zal er
gebruik gemaakt gaan worden van de zero-one law van Kolmogorov en de
ergodenstelling. Voor de ergodenstelling zal het te ver doorvoeren om hem
te bewijzen, en dus zal deze alleen gegeven worden. Maar, voor de zero-one
law zal ook het bewijs volledig gegeven worden, en hiervoor is enige kennis
van maat- en integratietheorie vereist.

Dan zal in hoofdstuk 6 ingegaan worden op de continuiteit van de perco-
latiefunctie 6(p) op L%, deze functie geeft voor een punt z € Z? aan wat de
kans is om bevat te zijn in een oneindige open cluster. Het zal blijken dat
dit een gevolg is van de zo juist genoemde uniciteit van het oneindige open
cluster op L.



3 Bindingpercolatie op L

3.1 De wiskundige opbouw

Voordat we kunnen beginnen met het wiskundig bestuderen van bindingper-
colatie op ¢, dienen enige basisbegrippen te worden ingevoerd. Zoals, wat
is L4? Daarom zal in deze paragraaf een aantal definities en notaties worden
gegeven.

Bindingpercolatie op ¢ bestudeert het d-dimensionale rooster waarbij de
punten en de bindingen van dit rooster in acht moeten worden genomen. De
punten van dit rooster worden gegeven door Z¢, maar voordat de bindingen
tussen deze roosterpunten gedefineerd kunnen worden moet eerst een metriek
(afstandsbegrip) geintroduceerd worden. Voor twee vectoren x,y € Z% is de
afstand d(x,y) ertussen gedefinieerd door

d
d(z,y) = Z lzi—y;| met z;,y; dei®® codrdinaat van, respectievelijk, z en y.
k=1

De functie 0 is een metriek, omdat de absolute waarde tussen twee getallen
een metriek geeft. Punten x,y € Z? met §(x,y) = 1 worden vervolgens
verbonden met een recht lijnstuk dat aangeduid wordt met <x,y>. Op deze
manier is een d-dimensionale graaf L = (Z% E9) ontstaan, waarbij E? de
verzameling is van de rechte lijnstukken, de bindingen tussen de punten Z.
De graaf ¢ is op een natuurlijke manier ingebed in R,

We zullen soms grote eindige deelverzamelingen van het rooster ¢ bekij-
ken; daarom definiéren we een doos B(n) met breedte 2n en middelpunt in
de oorsprong door

Bn)={recZ':V1<i<d geldt |z;] <n}.

Laat Epg, C E? de verzameling bindingen zijn die roosterpunten in B(n)
met elkaar verbindt; dan is (B(n), Ep(,)) een deelgraaf van L.

Percolatietheorie beslaat een deelgebied in de kansrekening; daarom zal
het onderwerp “kans” centraal komen te staan. De bindingen van het d-
dimensionale rooster krijgen kansen toegekend die bepalen of ze open of dicht
zijn. Daarom is de toestandsruimte {2 als volgt:

Q= ]J{o.1}.

ecEd

Een toestand s € Q wordt gerepresenteerd door s = (s(e) : e € E) en
wordt een configuratie genoemd; s(e) = 0 correspondeert met de gebeurtenis
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dat e gesloten is, s(e) = 1 correspondeert met de gebeurtenis dat e open is.
Er is een natuurlijke partiéle ordening op de verzameling €2, namelijk, voor
S1, 89 € Q) geldt

51 < S9 = s1(e) < sy(e) voor alle e € EZ
Dus alle bindingen die open zijn in s; zijn ook open in ss.

We willen een kansmaat P introduceren op de meetbare ruimte (€2, F),
met als o-algebra F de verzameling deelverzamelingen van €2 die voortge-
bracht worden door eindig-dimensionale rechthoeken. De reden hiervoor is
dat we later willen gaan praten over de lokale grootte van clusters. Derhalve
nemen we als kansmaat P de productmaat met dichtheid p op (2, F) gegeven
door

p=1]~F;.

ecEd

waar Py de Bernoullimaat is op {0,1} met parameter p € [0,1], d.w.z.
Ps(s(e) = 0) = 1 —pen Bj(s(e) = 1) = p. In het vervolg zal P, ge-
schreven worden voor deze kansmaat P, om zodoende de afhankelijkheid van
p te tonen. Dus P,(G) schrijven we voor de kans op een gebeurtenis G onder
de kansmaat P,.

3.2 De percolatiedrempel

Een belangrijk fenomeen in percolatietheorie is de zogenoemde percolatie-
drempel. Dit is een kritieke drempel voor het bestaan van een oneindig groot
open cluster. Wat zijn open clusters? Voordat hier het antwoord op kan
worden gegeven volgt eerst een definitie van een pad in L.

Een alternerende reeks xg,eo, T1,€1, - ,€n_1,ZTn, Met xg,...,x, € Z%
verschillende roosterpunten en met bindingen ertussen die gelijk zijn aan
eg =<T0,T1>, ..., 6p_1 =<Tp_1,T,>E€ K9 is een pad in L¢. Dit pad heeft
lengte n en het verbindt xg met z,. Als alle bindingen in een pad open zijn,
dan heet dit pad open, en dicht als alle bindingen dicht zijn. Een pad heet
een circuit als begin- en eindpunt hetzelfde zijn.

Beschouw nu de deelgraaf van L? bestaande uit alle punten in Z¢ en
alle open bindingen in E¢. De open clusters van L zijn dan de maximaal
verbonden componenten in deze deelgraaf. We schrijven C'(x) voor het open
cluster dat het punt x bevat, wat hetzelfde is als te zeggen dat C(x) het
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open cluster van z is. De punten van C'(x) vormen de verzameling van alle
y € Z4 die door een open pad met z verbonden zijn. En, de bindingen van
C(x) vormen alle e € E¢ die liggen in een open pad dat  met een punt y in
C(x) verbindt; dus dit betekent dat C(x) een deelgraaf is van L¢. Vervolgens
zijn we geinteresseerd in de grootte van C'(z) en schrijven we |C'(x)| voor het
aantal roosterpunten in C(x).

De percolatiedrempel heeft te maken met het bestaan van een oneindig
groot open cluster en daarom is in de percolatietheorie een functie genaamd
de percolatickans 6(p) geintroduceerd. Dit is de kans dat een gegeven z € Z4
tot een oneindig groot open cluster behoort (|C(z)| = oo0). Omdat geldt dat
de graaf L? en de kansmaat P, invariant zijn onder translatie, geldt dat de
kansverdeling van C(z) onafhankelijk is van z. Daarom kijkt men meestal
naar het open cluster C'(0) in de oorspong en representeert men C(0) kortweg
door C'. Zonder verlies van algemeenheid wordt een gegeven z € Z¢ daarom
vervangen door de oorsprong. Hierdoor wordt 6(p) gedefinieerd als volgt:

0(p) = F,(|C| = 00) met p € [0,1].

Er geldt duidelijk dat 6(p) een niet-dalende functie is van p, met #(0) = 0 en
0(1) = 1. De percolatiedrempel in percolatietheorie is dan die waarde van p,
genaamd p. = p.(d) en athankelijk van d, zodanig dat

=0 als p<p.
9(p){>0 als p > pe.

Deze p. wordt de kritieke kans genoemd en is formeel gedefinieerd door
pe =sup{p € [0,1] : 6(p) = 0}.

In het rooster met dimensie 1 kunnen we de kritieke kans vrij eenvoudig be-
palen.

Propositie 3.2.1. Voor d =1 geldt p. = 1.

Bewijs. Er geldt 6(1) = 1, we stellen daarom p < 1.

We construeren een bindingconfiguratie voor p op het rooster IL¢. Voor
elke binding e, laat u(e) onathankelijk getrokken zijn uit [0,1] volgens de
uniforme verdeling. Dan zijn er twee mogelijkheden:

e ¢ is open als u(e) < p e ¢ is gesloten als u(e) > p.

Een binding e is dan met strikt positieve kans 1 — p gesloten, en dit heeft als
gevolg dat er met kans 1 oneindig veel gesloten bindingen links en rechts van
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de oorsprong zitten. Wegens het feit dat de dimensie gelijk is aan 1 betekent
dit dat het open cluster C' met kans 1 eindige grootte heeft. Met andere
woorden 0(p) = 0 voor p < 1, en dus voor de kritiecke kans geldt p. = 1. O

Het zal in Stelling 3.2.3 blijken dat het een hele andere situatie is als
we in dimensie 2 of hoger gaan kijken, want het blijkt dat voor d > 2 de
percolatiedrempel voldoet aan 0 < p. < 1. Zie figuur 1 om alvast een indruk
te krijgen hoe de percolatiefunctie 0(p) zich gedraagt voor d > 2.

0(p),

1 (1,1)

I -

De 1 p

Fig. 1. Er wordt verwacht dat de percolatiefunctie 6(p) zich gedraagt voor
d > 2 zoals getekend. Het is bekend (zie hoofdstuk 6) dat de percolatie-
functie continu is als functie van p, behalve mogelijk in de kritieke kans p..
De mogelijkheid van een sprongdiscontinuiteit is bewezen uitgesloten te zijn
voord=2end > 19.

Het d-dimensionale rooster LY kunnen we op een natuurlijke manier in-
bedden in L%+ als de projectie van L4*! op de deelruimte voortgebracht door
de eerste d coordinaten. Deze imbedding geeft ons dat als het open cluster C
oneindig is in L4, dan ook in L. Oftewel 6(p) = 04(p) is een niet-dalende
functie van d, waardoor geldt

pe(d+1) < p.(d) voord > 1. (3.2.1)

Dit komt ook zeker niet als een verrassing, maar het is zodadelijk wel een
belangrijk gegeven in het bewijs dat 0 < p. < 1 voor d > 2. We zullen daarin
ook gebruik gaan maken van de zogenaamde connectiviteitsconstante A(d)
gedefinieerd door



met o(n) het aantal paden van L4 dat begint in de oorsprong en lengte n
heeft. Onze definitie van een pad is: een alternerende reeks van verschillende
roosterpunten en bindingen tussen deze punten, daarom heet o(n) ook wel
het aantal zelfmijdende paden beginnende in de oorsprong met lengte n. In
tegenstelling tot d = 1, waar geldt A(1) = lim,_ 2"/" = 1, is de exacte
waarde van A(d) voor d > 2 onbekend. Er kan echter wel eenvoudig voor
d > 2 een bovengrens van A(d) bepaald worden.

Lemma 3.2.2. Voor d > 2 geldt A\(d) < 2d — 1.

Bewijs. Voor elke nieuwe stap in een zelfmijdend pad heb je hoogstens
2d — 1 keuzes, omdat het de vorige positie moet ontwijken. Een uitzondering
hiervoor is de eerste stap, want dan bestaan er nog geen voorgaande posities.
Dit geeft ons dat

o(n) <2d(2d — 1)"!
en door dit toe te passen op de definitie van A(d) krijgen we

A(n) < lim [2d(2d — 1)n—1]1/n

n—oo

= lim (2d)"/"(2d — 1) D/
= 2d-1. O

Nu alle basisbegrippen gegeven zijn, kunnen we een van de meest funda-
mentele stellingen in de percolatietheorie bewijzen. Namelijk, deze stelling
gaat ons vertellen dat de kritieke drempel in dimensies 2 of hoger strikt tus-
sen 0 en 1 ligt, wat zeker niet triviaal is. Het bestaan van deze drempel is
erg interessant gebleken voor wiskundigen, en dit zorgde er dan ook voor dat
veel resultaten betrekking hebben op deze kritieke drempel. We kunnen dan
ook wel zeggen dat deze niet-triviale kritieke drempel een aantrekkingspunt
is van de percolatietheorie.

Stelling 3.2.3. Voor alle d > 2 geldt 0 < p. < 1.

Bewijs. We zagen in (3.2.1) dat voor d > 2 geldt p.(d+1) < p.(d). Hierdoor
is het voldoende om te bewijzen dat p.(d) > 0 voor d > 2, en p.(2) < 1.

e Ferst gaan we bewijzen dat p.(d) > 1/(2d — 1) > 0 voor d > 2. Om-

dat geldt 0(0) = 0, beschouwen we bindingpercolatie op ¢ voor p € (0, 1]
en d > 2. We definiéren N(n) als het aantal open zelfmijdende paden van
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lengte n en beginnend in de oorsprong. Elk zelfmijdend pad van lengte n is
met kans p” open, daarom geldt het volgende:

o(n)
E(Nm) = Y p"

= o(n)p" voor alle n € N. (3.2.2)

Als het open cluster C' van oneindige grootte is dan bestaan er open zelf-
mijdende paden van elke lengte, en wegens (3.2.2) hebben we dan dat

0(p) (N(n) = 1)
(N(n))

o(n)p™ voor alle n € N. (3.2.3)

1
Ly

ININA

Wegens de definitie van de connectiviteitsconstante geldt

a(n) = [A(d) +o(1)]",
en door dit substitueren in (3.2.3) krijgen we

6(p) < [pA(d) +o(1)]" als n — oo. (3.2.4)
Wanneer is voldaan aan pA(d) < 1, dan geldt

lim [pA(d) +o(1)]" =0 als n — oo,
dus wegens (3.2.4) is de functie 0(p) dan ook gelijk aan 0. Voor de percola-
tiedrempel p, betekent dit dat p.(d) > A(d)~' en Lemma 3.2.2 geeft ons het
beoogde resultaat, namelijk,

pe(d) > MNd)™'>1/(2d—1) >0 voor d > 2.

e In dit tweede gedeelte van het bewijs zullen we aantonen dat voor de kritieke
drempel in twee dimensies het volgende geldt: p.(2) < 1. We beschouwen
daarom bindingpercolatie op L?; we zullen laten zien dat 6(p) > 0 als p
dicht genoeg bij 1 is. Hiervoor zal de planaire duale graaf van I.? erg handig
blijken.

Laat G een planaire graaf zijn, d.w.z. GG kan getekend worden in het platte
vlak op zo'n manier dat de bindingen elkaar slechts snijden in de punten.
Elke planaire graaf G wordt verdeeld in gebieden door zijn bindingen, dus
elke binding van G is een grens tussen twee verschillende gebieden of ligt
geheel binnen een gebied. Duidelijk is L2 een planaire graaf en daarvoor
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zijn we eenvoudig in staat om de gebieden te geven. Want, L.? is op een
natuurlijke manier ingebed in R? en daardoor zijn de gebieden van L? de
volgende vierkanten in R?:

(i,i+1)x (j,j+1) meti, jeZ

Nu verkrijgen we uit G de planaire duale graaf GG; op de volgende manier.
We plaatsen in elk gebied van G een punt en vervolgens verbinden we twee
verschillende punten in G4 als daarvan de twee corresponderende gebieden
van GG een grens delen. Met behulp van figuur 2 is makkelijk in te zien dat
de planaire duale graaf L2 van IL? isomorf is aan L. zelf.

Om formeel te zijn, de punten van de duale graaf L2 vormende verzame-
ling Z3 = {z+(3,3) : © € Z*} en de bindingen van L3 vormen de verzameling
[E2 bestaande uit alle rechte lijnsegmenten tussen twee punten x,y € Z?2 zoda-
nig dat §(x,y) = 1. Merk op dat de functie § (zie p.5) op Z? welgedefinieerd
is.

Fig. 2. Dit plaatje laat een deel van de planaire graaf L? zien samen
met zijn duale graaf L2 (gestippeld).
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Omdat IL? isomorf is aan zijn duale L2 bestaat er ook een bijectie ¢ tussen
E? en EZ (voor dit bewijs hebben we alleen een bijectie nodig). Namelijk, ¢
is (op translaties na) gelijk aan

¢:E* — E2

e — ¢4 alse doorsneden wordt door ey.

Want, de functie ¢ is bijectief en welgedefinieerd omdat elke binding in E?
door een unieke binding in E? gesneden wordt.

Dit geeft ons ook een bijectie 7 tussen de toestandsruimte Q van IL? en de
toestandsruimte Qg van L2, De functie 7 is dan afhankelijk van ¢ als volgt
gegeven:

nZQ — Qd
s = sq=(s(p(e)) : e € E?).

Door deze functie n zien we dat er een 1-1 correspondentie is tussen binding-
percolatie op I.? en bindingpercolatie op L2 met dezelfde dichtheid p. Door
deze 1-1 correspondentie zien we duidelijk het volgende: de open cluster C
in IL? is eindig d.e.s.d.a. de oorsprong van IL? binnen een gesloten circuit (zie
definitie circuit p.6) van L3 ligt.

Deze relatie geeft ons dat we op dezelfde manier verder kunnen als in het
eerste gedeelte van het bewijs, namelijk, het tellen van het aantal van zulk
soort gesloten circuits in 2. Laat p(n) het aantal circuits in L2 zijn dat
lengte n heeft en dat de oorsprong van IL? omringt. We schatten p(n) als
volgt af. Elk zo'n circuit passeert minstens één punt z = (k+3, 1) € ZJ voor
een zekere 0 < k < n, wegens twee redenen. Ten eerste omringt zo'n circuit
de oorsprong van IL? en passeert daarom een punt (k + %, %) met k£ > 0. En,
ten tweede kan het niet een punt passeren van de vorm (k + %, %) met k£ > n,
omdat de lengte van het circuit dan tenminste gelijk is aan 2n.

Een gevolg is dat zo'n circuit een zelfmijdend pad bevat van lengte n — 1
met een beginpunt « = (k+3, 1) € Z3 voor een zekere 0 < k < n. Het aantal
van zulke zelfmijdende paden kan ten hoogste no(n — 1) zijn (zie de definitie

van o(n) op p.9), dus we hebben dat
p(n) <no(n—1). (3.2.5)

Nu, laat v een circuit zijn in L2 die de oorsprong van L? omringt. We zetten
q = 1 — p; dan hebben wegens (3.2.5) en het feit dat een circuit v van lengte
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n met kans ¢" gesloten is dat

Z P, (v is gesloten) < Z ¢"no(n —1)
v n=1
= Y anfg"'o(n —1)]
n=1

= Z qnlg\(2) + o(1)]""!  analoog aan (3.2.4)

< o0 als g\(2) < 1,
waar de sommatie is over alle circuits 7. Tevens geldt dat
Z P,(v is gesloten) - 0 alsg=1-—p |0,
v
dus we kunnen een p, vinden die voldoet aan 0 < py < 1 zodanig dat
1
ZPp(fy is gesloten) < 3 als p > po. (3.2.6)
.

Vervolgens defiéren we M (n) als het aantal gesloten circuits v die lengte n
hebben. Dan geeft (3.2.6) dat
P,(|C] =00) = P,(M(n) =0 voor alle n)
= 1— P,(M(n) > 1 voor een zekere n)

> 1- Z P, (v is gesloten)
B!

v

als p > pp.

| —

Hierdoor geldt dat p.(2) < po, en omdat 0 < py < 1 hebben we bewezen dat
pe(2) < L.

Nu bewijst het eerste gedeelte van dit bewijs, p.(d) > 0 voor d > 2, samen
met het tweede gedeelte dit bewijs, p.(2) < 1, dat de kritieke drempel strikt
tussen 0 en 1 zit voor d > 2. J

Stelling 3.2.3 geeft ons al veel informatie over de waarde van p. voor di-
mensies twee en hoger, maar er is al veel meer bekend over het gedrag van
pe(d). Namelijk, m.b.v. de zogenaamde FKG ongelijkheid kan bewezen wor-
den dat p.(2) < 1 — X\(2)7! (zie Grimmett [2] p. 18). En er is bekend dat
pe(d) ~ (2d)~! als d — oo.
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4 Bindingpercolatie op T,

4.1 De gewortelde boom T,

Een speciaal soort rooster is de gewortelde boom met vertakkingsgraad o > 2
(notatie: T,). Een boom T, begint met een wortel r, die ¢ kinderen produ-
ceert. Dan behoren deze eerste o kinderen tot de 15 generatie. Vervolgens
produceert elk van deze kinderen weer o kinderen, die behoren tot de 2¢ ge-
neratie, enzovoort. De producent van een kind noemt men de ouder van het
kind. Zodoende kan elk kind gerepresenteerd worden als een roosterpunt,
dat verbonden is met zijn ouder en met de ¢ kinderen die het produceert.
Wanneer een kind A uit de n® generatie komt, dan zullen we dat noteren als
|A| = n. Op deze manier ontstaat weer een graaf T, = (K, L,) met K, de
verzameling van alle kinderen in de boom, en L, de verzameling voor alle
bindingen in de boom. Als een A € K, met een open binding verbonden is
met zijn ouder, dan zullen we spreken van een voortplanting van deze ouder.
Voor elke ouder gebeurt deze voortplanting onafhankelijk. Omdat T, een
graaf is, zijn dezelfde definities van kracht voor bindingpercolatie op T, als
op L% Het zal blijken dat bindingpercolatie op T, simpeler is dan op L,
omdat het pad tussen twee verschillende kinderen uniek bepaald is. We zijn
dan ook in staat om de percolatiedrempel beter te begrijpen dan voor L<.

Fig. 3. Dit plaatje is de gewortelde boom met vertakkingsgraad o = 2.
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4.2 De percolatiedrempel op T,

Allereerst schrijven we C, voor de open cluster van T, die de wortel  bevat.
Het verrassende van percolatie op de boom is nu dat de kriticke kans p.(o)
exact bepaald kan worden. Dit in tegenstelling tot Bindingpercolatie op L,
waar men tot op heden met veel moeite alleen p.(2) = 1/2 heeft kunnen be-
palen. Voor andere dimensies is men nog steeds op zoek naar het antwoord.
Dus laten we de percolatiedrempel op de boom T, eens nader gaan bekijken
aan de hand van de volgende stelling.

Stelling 4.2.1. Voor de boom T, geldt p.(c) =1/o.

Bewijs. Definieer athankelijk van ¢ en n het volgende:

Ny(n) = #{kinderen uit de n® generatie in de boom T,
die bevat zijn in het open cluster C'}
= #{\ € K, zodanig dat |\| =nen A\ € C}.

Voor n = 0 geldt N,(0) = 1. Vervolgens plant de wortel r (0¢ generatie) zich
voort, waardoor het aantal voortplantingen van r gelijk wordt aan N, (1).
Elk van deze N, (1) kinderen plant zich ook weer voort, waardoor het totaal
van al deze voortplantingen gelijk wordt aan N,(2). En zo blijft het proces
zich herhalen. We definieren nu de volgende stochast voor een kind A € K,:

X\ = #{voortplantingen van A}.

Tussen twee verschillende kinderen bestaat geen verschil in hoe ze zich voort-
planten. Voor elk kind wordt o keer met kans p een voortplanting gereali-
seerd. Dus er geldt

VA€ K, : X\ ~ Bin(o,p).
Voor X, schrijven we daarom kortweg X. Met het vorige gegeven wordt dan

bepaald

Ng(n—1)

N,(n) = > Xt

=1

Hier is X("Sl, X(”Q;I, X&;l, ... een rijtje van onfhankelijke stochasten met al-
lemaal dezelfde verdeling als X, en voor alle n > 1 geldt dat N,(n) een
N-waardige stochast is. En, als Gx de kansgenererende functie is van X en
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G, (n) de kansgenerende functie is van N,(n), dan geldt het volgende:
G, m(s) = E( Ny

— Zp (n—1) = k)E,(s"*™|N,(n — 1) = k)
_ Z Py(Ny(n — 1) = k) B, (sZ=1 5 N, (n — 1) = k)
_ Z Py(Ny(n = 1) = W)

- ZP o(n—1) = K)[Gx(s)"

= GNU(n,l)(GX( s)) voorn >1

Deze recursierelatie kan worden geitereerd: Gy, ()(s) = Gx(Gx(Gx(...(s)))),
waar we gebruiken dat N, (1) gelijk is aan X. Uit deze relatie volgt dan om-
gekeerd

GN,m)(5) = Gx(Gn,m-1)(5)) voor n > 1. (4.2.1)

Met behulp van deze kansgenerende functies kunnen we p.(\) exact bepa-
len. Hiervoor speelt de kans dat de populatie uitsterft, dat wil zeggen na een
bepaalde generatie zijn er geen nieuwe voortplantingen meer, een belangrijke
rol. Daarom definieren we de kans dat er voor generatie n > 1 geen enkel
punt bevat is het open cluster C,:

Pon = Fp(No(n) =0).

We weten dat, zodra N,(n) = 0, er voor alle n’ > n geldt N,(n') = 0; dus de
11j {Pon 22, is niet-dalend. Een kans kan nooit groter zijn dan 1, dus het getal
1 is een bovengrens voor deze rij. De Monotone Convergentiestelling zegt
dan dat de rij {p,n}o>, een limiet L heeft. En hier komen kansgenererende
functies goed van pas, want er geldt wegens (4.2.1)

Pon = GNU(TL)(O)
= Gx(Gn,(n-1)(0))
= GX(pa',nfl)-
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Per definitie geldt dat L = lim, oo Do = limy oo Pon—1, €n omdat Gx
continu is moet L dus een oplossing zijn van de vergelijking

Gx(s) = s. (4.1.2)
Nu is X ~ Bin(o,p), dus zijn kansgenererende functie is gelijk aan

Gx(s) = i (Z)pk(l —p)7 ks

k=0

= > (Dwstra-p

k=0
= (1—p+ps).
Er geldt

Gx(s) = D kP(X =k)s*!
k=1
= o(l—p+ps)7'p

G(s) = Z k(k — 1)P)(X = k)s*?

= o(oc—1)(1—p+ps)° ?p.

Omdat voor alle & € {0,1...,0} geldt dat P,(X = k) > 0, en omdat
er minstens én k bestaat waarvoor P,(X = k) > 0, weten we dat voor
0<p<lens>0geldt dat

G%(s)>0 én  Gl(s)>0.

Dit is equivalent aan: voor alle s > 0 en 0 < p < 1 is Gx(s) een strikt
convexe en strikt stijgende functie. Dus voor s > 0 kan de lijn y = s de
functie G'x (s) maximaal twee keer snijden. Er geldt

Gx(1) =17 =1,
dus is s = 1 in ieder geval een oplossing van vergelijking (4.1.2). Omdat
Gx(0)=(1-p)7 >0 alsp<1,

volgt dat er alleen dan een oplossing kleiner dan 1 voor vergelijking (4.1.2)
bestaat wanneer geldt

G (1) = B,(X) > 1. (4.1.3)
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Wanneer er een oplossing kleiner dan 1 bestaat, dan is er een kans kleiner
dan 1 dat de populatie uitsterft, want de oplossing van vergelijking (4.1.2) is
gelijk aan de limiet L van het rijtje {p,,}22,. Nu geldt (4.1.3) als voldaan
is aan

G'v(1) = E,(X) =0p > 1,

dus als p > 1/0. Anders sterft de populatie met kans 1 uit. De kans dat
|Cy| = o0 is gelijk aan 1 minus de kans dat de populatie uitsterft, en daarom
geldt voor de percolatiefunctie dat

=0 als p<l1/o
6’(p){>0 als p>1/o.

Concluderend, de kritieke kans is gelijk aan 1/0, en daarmee hebben we het
bewijs van de stelling rond. [J

Op de boom T, kan niet alleen de waarde van de kritieke kans bepaald
worden, maar ook de waarde van #(p). Dit kan gedaan worden door (nume-
riek) de oplossingen van de vergelijking Gx(s) = s te vinden. Immers, het
bewijs laat zien dat 1 — 0(p) de kleinste oplossing is van deze vergelijking.
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5 Oneindige open clusters op L? en op T,

5.1 Het bestaan van een oneindig open cluster

In dit hoofdstuk zullen we de oneindige open clusters op L.? en op T, nader
gaan bestuderen. Het blijkt dat er tussen het rooster L? en de boom T,
een verschil is in het bestaan van een oneindige open cluster, namelijk, op L?
geldt dat er met kans 1 een uniek oneindig open cluster is, terwijl op T, geldt
dat er met kans 1 oneindig veel oneindige open clusters zijn. Deze uniciteit
op L? en niet-uniciteit T, zullen we later gaan bewijzen. We zullen eerst
moeten weten wanneer er iiberhaupt een oneindige open cluster bestaat.

Er geldt voor ¢ dat, zodra p > p.(d), er voor alle z € Z? een strikt
positieve kans is dat de gebeurtenis {|C(x)| = oo} zich voordoet. En voor
T, geldt dat, zodra p > p.(o), er voor alle k € K, een strikt positieve kans is
dat de gebeurtenis {|C, (k)| = oo} zich voordoet. Kiezen we o en d vast, dan
kunnen we de kritieke drempel voor L en T, allebei noteren met p,. Dan is
de volgende stelling voor beide van toepassing.

Stelling 5.1.1. De kans ¥(p) dat er een oneindig open cluster bestaat vol-
doet aan

=0 als p<p.
\Ij(p){—l als p> p.

Deze stelling zegt in feite dat als we de kritieke drempel gepasseerd zijn (d.w.z.
als p > p.) er met kans 1 één of meer oneindige open clusters bestaan. Hij
zegt niets over het bestaan van een oneindige open cluster als p = p.. Er
is bewezen dat er geen oneindige open clusters bestaan wanneer d = 2 en
p = p.(d), maar het is een open vraag of hetzelfde geldt als d > 3. Voor
d > 19 is het echter weer wel bewezen.

Kolmogorov’s zero-one law zal gebruikt worden om Stelling 5.1.1 te bewij-
zen. De zero-one law is een bijzondere stelling die veel toegepast wordt in de
wiskunde en dit is dan ook de reden om eerst deze interessante stelling eens
nader te gaan bekijken. We zullen deze stelling aantonen volgens het bewijs
van Breiman (zie Breiman [1] p.40). De zero-one law zegt dat de kans op een
staartgebeurtenis gelijk aan 0 of 1 is. Wat is een staartgebeurtenis? Denk
hierbij aan een oneindig proces van willekeurige variabelen die onafhankelijk
zijn van een eindig deel van het proces. Bijvoorbeeld, we gooien n keer met
een eerlijke munt, waarbij 1 staat voor het gooien van kop, en 0 voor het
gooien van munt. We schrijven .S,, voor het empirische gemiddelde van dit
proces, d.w.z. % keer de som van de worpen. De sterke wet van de grote
aantallen geeft ons dat lim, . S, = % met kans 1, en het is evident dat de
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waarde van deze limiet niet verandert als je eindig veel uitkomsten van dit
proces verwijdert.

De context die nodig is om Kolmogorov’s zero-one law te bewijzen is een
kansruimte (€2, F, P) met een aantal definities.

Definitie 5.1.2. Gegeven een reéel-waardige functie X (w) op Q. De functie
X (w) wordt een random variabele op (Q, F) genoemd als voor alle B in de
Borel-o-algebra in R (notatie: Bg) geldt: {w € Q zodanig dat X (w) € B} €
F.

Dit zegt dat de random variabele X (w) een meetbare functie is van € naar
R. Een abstracte definitie van een random variabele is nodig, omdat zodade-
lijk een rijtje random variabelen X = (X7, X5,...) een rol gaat spelen. Een
belangrijke plaats wordt ingenomen door de g-algebra F(X) bestaande uit
alle verzamelingen van de vorm

{w € Q zodanig dat X(w) € B} met B € B,

waar B, de Borel-o-algebra in R is. Dit zegt weer dat X (w) een meetbare
functie is van {2 naar R*.

Definitie 5.1.3. Laat X = (X1, Xs,...) een rijtje random variabelen op
(Q,F) zign. Een verzameling E € F(X) heet een staartgebeurtenis van X
als voor alle n € N geldt: E € F(X,, Xpi1,...). Equivalent, laat S de o-
algebra (N, F( Xy, Xnt1, - . .) zign, dan heet S de staart-o-algebra van X en
elke verzameling E2 € S heet een staartgebeurtenis van X.

Deze definitie maakt de bewering formeel wanneer we willen zeggen dat be-
paalde gebeurtenissen niet afthankelijk zijn van eindig veel uitkomsten, zoals
in het voorbeeld van een eerlijke munt. Het stelt ons ook in staat om Kolmo-
gorov’s zero-one law precies te formuleren. Daarbij moet er onthouden wor-
den dat bovenstaande definities zijn gegeven voor een kansruimte (€2, F, P),
waarbij P een maat is op (£2, F). Omdat X (w) een rijtje random variabelen
op (2, F) is, is het gezien de constructie van F(X) min of meer evident dat
er een unieke uitbreiding P van P bestaat, zodanig dat P : F(X) — R (dit
heet de Kolmogorov uitbreidingsstelling). Hierdoor is voor een staartgebeur-
tenis E van X de kans P(E) gedefinieerd.

Stelling 5.1.4. (Kolmogorov’s zero-one law.) Zij de kansmaat P de unieke
uitbreiding van P, zodanig dat P : F(X) — R*. Laat X = (X1, X5, ...) een
rijtje onafhankelijke random variabelen op (2, F) zijn. Als de verzameling E
een staartgebeurtenis van X is, dan geldt: P(E) =0 of P(E) = 1.
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Bewijs. Per aanname geldt: E € F(X). Voor twee verzamelingen V' en
V' is het symmetrische verzamelingsverschil VAV’ gedefinieerd door

VAV = (VUV)\ (VNV).

Een approximatieresultaat (zie Breiman [1] p.30) volgend uit de Carathéo-
dory extension theorem (zie Verduyn Lunel, Hille [1] p.30), een algemene
stelling in de maat- en integratietheorie, is dat er voor de verzameling E
geldt:

Vn e NVe >0: JE, € F(Xy,...,X,) zodanig dat P(EAEn) <e

Voor een gegeven n kunnen we ¢ > 0 van n laten athangen, zodanig dat
e — 0 als n — oco. Volgens bovenstaand resultaat ontstaat er dan een rijtje
{E,}5°, waarvoor geldt:

lim P(FAE,) =

We bepalen
lim P(EAE,

n—oo

)
lim P((EUE,)\ (ENE,)] =
lim [P(EUE,) —P(ENE,)]

]

n—oo

Tim [P(E) + P(E,) — 2P(E N E,)

o o o o

En, omdat (FENE,) C Een (ENE,) C E, moet gelden

lim P(E,) =P(E) A lim P(ENE,) =P(E). (5.1.1)

n—oo n—oo

We hebben een rijtje onathankelijke random variabelen Xy, Xs, ... op (2, F, P).
Dit betekent dat voor alle verzamelingen Bj, Bs, ... € By geldt:

n

P(X1 € B1, X2 € By, ..., X,) = [ [ P(Xx € B) voor alle n.
k=1

Nu zijn de o-algebra’s F(X;), F(X3),...c F(X) onafhankelijk van elkaar als
voor alle verzamelingen Fy € F(X,), F» € F(X3),. .., geldt:

n

P(FENFKN...NE,) = HP(Fk) voor alle n,
k=1
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en merk hierbij op dat P(Fy) = P(Fy).

Duidelijk zijn de random variabelen X, X5 ... onafthankelijk van elkaar
d.es.d.a. F(Xy),F(Xs),... onfhankelijke o-algebra’s zijn. Per constructie
geldt dat E,, € F(Xy,...,X,) en, omdat E een staartgebeurtenis van X is,
geldt £ € F(X,41, Xnt2,...). Dus E en E, zijn bevat in onafhankelijke
o-algebra’s. Hierdoor geldt:

P(ENE,) = P(E)P(E,).

Door de limiet n — oo te nemen krijgen we wegens (5.1.1) de volgende
vergelijking

P(E) = [P(E)]".
De enige oplossingen hiervan zijn: P(E) =0en P(E) =1. O

Met de zero-one law tot onze beschikking zijn we vrij eenvoudig in staat
om het bewijs van Stelling 5.1.1 te geven, omdat het bestaan van een onein-
dige open cluster een staartgebeurtenis is.

Bewijs van Stelling 5.1.1. Herinner dat we voor L¢ (en ook voor T,)
een kansruimte (§2, F, P,) hebben (zie §4.2 p.5-6). Dit geeft ons een functie
X = (X1, Xs,...) van (2, F) naar (R*,By), X: Q — R*® met X;, Xo, ...
onafhankelijke random variabelen die elk voor een andere binding e € E? (en
voor de boom e € L,) aangeeft of e open of gesloten is.

Een oneindig open cluster bestaat uit oneindig veel open bindingen, dus
de gebeurtenis G = {IL? bevat een oneindig open cluster} is duidelijk niet
afhankelijk van een willekeurig eindig aantal onathankelijke random variabe-
len X1,...,X, (dit geldt ook als we ¢ vervangen door T,). Dus voor alle
n € N is de gebeurtenis G bevat in F (X, 11, X,12,...).

Per definitie is G’ dan een staartgebeurtenis van X en Stelling 5.1.4 geeft
ons Py(G) =0 of P,(G) = 1. Merk op dat ¥(p) = P,(G). Als p < p., dan

U(p) <Y PC)=00)=) 0=0.
zeZd zeZd
In dit geval is ¥(p) dus gelijk aan 0. Aan de andere kant, als p > p. dan
U(p) > P,(|C] = o0) > 0.
In dit geval is ¥(p) dus gelijk aan 1. OJ

Door deze laatste stelling weten we nu dat, als we de kritieke drempel
voor L% of voor T, gepasseerd zijn (p > p.(d) en p > p.(c)), er dan voor
allebei geldt dat er met kans 1 minstens één oneindig open cluster bestaat.
Maar, over hoeveel het er precies zijn zegt deze stelling niets.
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5.2 De Ergodenstelling

In de vorige paragraaf wilden we weten of er minstens één oneindig open
cluster bestaat zodra p > p.. Het antwoord is met kans 1 ja. Nu is de
vraag hoeveel het er zijn. Er blijkt dat dit aantal gelijk is aan 1 met kans 1
(uniciteit) 6f oo met kans 1. Echter, voordat we dit kunnen bewijzen is eerst
nog wat extra wiskundig materiaal nodig. Eerder hadden we de Kolmogorov’s
zero-one law nodig, en zo hebben we nu een andere stelling uit de wiskunde
nodig, namelijk de Ergodenstelling (zie Breiman [I] p109-110, 112-113). We
zullen deze theoretische stelling in dit geval alleen formuleren, omdat het veel
te ver doorvoert om hem te bewijzen.

De Ergodenstelling is toepasbaar voor functies die translatie-invariant
zijn, en als we nu een functie Ny« definiéren die zegt hoeveel oneindig open
clusters er bestaan op ¢, dan is dit een voorbeeld van een translatie-invariante
functie. Dit zou misschien al een idee kunnen geven waarom de Ergodenstel-
ling zo belangrijk voor ons zal zijn.

Alvorens wij de Ergodenstelling kunnen formuleren, zullen we eerst een
aantal definities moeten geven. De definities zullen gegeven zijn voor de kans-
ruimte (Q, F, P,) op L4, want hiervoor zullen we de Ergodenstelling ook gaan
toepassen. Een translatie-invariante functie van €2 zullen we definiéren voor
functies die waarden aannemen in NU {oo}; de reden hiervoor is dat voor de
functie Npa geldt Im[Npq] = NU{oo}. Echter, voor een translatie-invariante
functie zou elke willekeurige verzameling X als beeldruimte gekozen kunnen
worden.

Definitie 5.2.2. Voor een gegeven x € Z% definiéren we een translatie T, op
Q door

T, — Q
s +— 8§ metVyeE: §(y) =s(z+y).

Definitie 5.2.3. Fen functie f : Q@ — N U {oco} heet translatie-invariant als
voor alle v € Z¢ geldt:

fls] = flm(s)].

Definitie 5.2.4. FEen gebeurtenis B2 € F heet translatie-invariant als voor
alle v € Z% geldt:

seFE < T.(s)€E.
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Merk op: een translatie-invariante gebeurtenis £ € F impliceert dat de in-
dicatorfunctie 15 : Q@ — {0, 1} translatie-invariant is.

Definitie 5.2.5. De maat P, : F — [0,1] heet ergodisch als voor alle
translatie-invariante gebeurtenissen £ € F geldt:

P(E)=0 of P,(E)=1.

Met behulp van bovenstaande definities zijn we voor nette functies f (meer
precies: f € LY(Q, P,), zie Verduyn Lunel, Hille [1] p.52) in staat om de
Ergodenstelling te formuleren. Er valt op te merken dat de Ergodenstelling
equivalent is aan Definitie 5.2.5.

Stelling 5.2.6.  (Ergodenstelling [i].) Als de toestandsruimte Q2 een tri-
viale staart heeft, d.w.z. de kans op een staartgebeurtenis van ) is geligk aan
0 of 1 en f e LYY P,), dan geldt voor een stijgend rijtje A(n), bestaande
uit eindige deelverzamelingen van Z die convergeren naar Z* voor n — oo
(i.h.b. voor de doos B(n) (zie p.5)), het volgende:

hmW Zm /fdP E,(f) met kans 1.

z€A(n

Er bestaat ook een tweede formulering van de Ergodenstelling, wat eigenlijk
een gevolg is van de eerste formulering.

Gevolg 5.2.7. (Ergodenstelling [ii].) Zij f : Q@ — NU {oc} een translatie-
invariante functie, en f € LY(Q, P,). Dan geldt:

f= /f dP, = E,(f) met kans 1.

Met behulp van Definitie 5.2.4 valt in te zien dat dit een gevolg is van Stelling
5.2.6, want Definitie 5.2.4 geeft dat voor elke translatie 7, de functiewaarde
fl=(s)] gelijk is aan f(s). Daardoor geldt voor Stelling 5.2.6 dat

Jim 1 2, ) =1

z€A(n

en dit levert precies Gevolg 5.2.7. Dit gevolg, ook wel Ergodenstelling [ii]
genoemd, is dan weer equivalent aan Ergodenstelling [i] en Definitie 5.2.5.
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Deze tweede formulering van de Ergodenstelling geeft ons dat een translatie-
invariante functie f : Q@ — N U {oo} constant is met kans 1. Dit gegeven is
van groot belang om met kans 1 het aantal oneindige open clusters te kunnen
bepalen.

5.3 Het aantal oneindige open clusters

Het fundamentele resultaat van deze paragraaf is het volgende: voor elke
waarde van p waarvoor er een strikt positieve kans is op het bestaan van
een oneindige open cluster, bestaat er met kans 1 een uniek oneindige open
cluster 6f bestaan er met kans 1 oneindig veel oneindige open clusters (we
hebben al bewezen dat er met kans 1 minstens één oneindige open cluster
bestaat). Hetgene wat we moeten aantonen is: dit aantal is met kans 1 niet
bevat in N\ {1}.

Stelling 5.3.1. Laat Ny« en Ny, het aantal oneindige open clusters zijn
op, respectievelijk, L? en T,. Als p > p.(d), dan

Pp(NLdzl):l of Pp(NLd:OO):l
en als p > p.(o0), dan
Pp(NTJ = 1) of Pp(]\fqy(7 = OO) =1.

Bewijs. We bewijzen de stelling eerst voor LY en merken aan het einde op
dat alle stappen ook opgaan voor T,.

We nemen aan dat p > p.(d). Stelling 3.2.1 geeft ons dan dat 0 < p < 1.
Wanneer p gelijk is aan 1, dan zijn alle bindingen open en is de stelling
triviaal, dus in de rest van het bewijs geldt: 0 < p < 1. Laat B C Z? eindig
zijn, met Ep C E? de verzameling bindingen die de roosterpunten in B met
elkaar verbindt. We schrijven Ng(0) (respectievelijk Ng(1) ) voor het aantal
oneindige open clusters wanneer alle bindingen in Ep gesloten (respectievelijk
open) zijn. Als laatste, laat Mp het aantal oneindige open clusters zijn die
de verzameling B doorsnijden en laat X gedefinieerd zijn als in Stelling 5.1.1.

Zij k € {1,2,...} U{oo}. We gaan kijken naar de gebeurtenis dat L?
k oneindige open clusters bevat, Ny« = k, en we willen laten zien dat
P,(Npa = k) gelijk is aan 0 of 1. Hiervoor kunnen we echter niet onze
eerdere Stelling 5.1.4 (zero-one law) gebruiken, want het veranderen van een
eindig aantal random variabelen Xy,..., X,, kan ervoor zorgen dat twee of
meer oneindige open clusters met elkaar verbonden worden door middel van
open bindingen. We hebben dan minder dan k£ oneindige open clusters en
dus is de gebeurtenis { Ny« = k} geen staartgebeurtenis van X.
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Om dit toch te bewerkstelligen zullen we iets anders moeten gebruiken, na-
melijk, het feit dat het aantal oneindige open clusters onveranderd blijft
na een translatie 7, op €, d.w.z. Ny« : Q@ — NU {co} is een translatie-
invariante functie. Met Stelling 5.2.7 in ons achterhoofd, merken we op dat
Noo := NU{oo} de discrete topologie heeft; dit induceert de Borel-o-algebra
By, in Ng. En, de verzameling bindingen in een oneindig open cluster C'(x)
wordt voortgebracht door eindig-dimensionale rechthoeken. Daarom is voor
alle x € Z% van kracht dat {e € L¢: e € C(x)} CF . Dit betekent dat
(Npa) ' (E) € F voor iedere E € By, en per definitie is de functie Ny« dan
meetbaar. Als laatste, P, is een kansmaat en dus is Ny« € £1(2, P,). Wegens
Gevolg 5.2.7, Ergodenstelling [ii], geldt dan

Npa = /NM dP, = E,(Npa) met kans 1.

Dus de functie Nja is constant met kans 1, d.w.z. dat er één k is waarvoor
P,(Npa=k)=1:

Jk € {1,2,...} U{oo} zodanig dat P,(Np« = k) = 1. (5.3.1)

Vervolgens laten we zien dat k in (5.3.1) moet voldoen aan k € {1,00}.
Stel daarom dat (5.3.1) geldt voor een k met 2 < k < oo. De gebeurtenissen
Ng(0) en Ng(1) hebben een strikt positieve kans. En, omdat de verzameling
B eindig is en Npa constant is met kans 1, voldoet & in (5.3.1) dan ook aan

P,(Np(0) =k) = P,(Ng(l) = k) = Py(Npa = k) = 1.
Dit geeft ons dat
Np(0) = Np(1) =k met kans1 <= Mp <1 met kans 1, (5.3.2)

waar herinnerd moet worden dan Mp het aantal oneindige open clusters is
dat de verzameling B doorsnijdt. Het is belangrijk dat we hiervoor heb-
ben aangenomen dat Ny« # oo, want er geldt als Mp > 1 met kans 1 dat
Ngp(0) > Np(1) met kans 1. En wanneer Ny« = oo dan zou dit betekenen dat
Ng(0) en Np(1) beiden gelijk zouden blijven aan oneindig. Dus voor deze
bewering is het echt van belang dat k£ < co.

Wegens (5.3.2) hebben we voor alle eindige verzamelingen B C Z4 dat

P,(Mp >2)=0 met kans 1. (5.3.3)

27



Neem nu de voor B de diamant S(n) = {x € Z¢ zodanig dat §(0,z) < n}
voor n > 1. Er geldt:

Mgy < Mgy < Mgy < ...,

en dan geeft dit samen met (5.3.3) dat

0=IlimO0 = lim Pp(MS(n) > 2)
Py(Un>1Ms(ny > 2)
- Pp(NLd Z 2)

Dit betekent voor (5.3.1) dat P,(Np« = 1) = 1, want er geldt p > p.. Dit is
in tegenspraak met de veronderstelling dat 2 < k < oo, dus

Pp(NLd = 1) =1 Of Pp(N]Ld :OO) =1.

Tenslotte, alle bewijsstappen gaan ook op voor de boom T, als p > p.(o).
Ten eerste, het aantal oneindig open clusters op de boom, Nr_, is ook een
translatie-invariante functie. En ten tweede, in plaats van de verzameling
S(n) voor de eindige verzameling B te kiezen, nemen we als eindige verza-
meling B voor de boom het volgende:

B = G(n) = {\ € K, zodanig dat |\| < n}.

Duidelijk geldt: Mp is niet-dalend in B, en G(n) T K, als n — oo, dus is
er van kracht dat Mg,y — Nr, als n — oo. Conclusie: we vinden voor de
boom T, ook dat

PP(NTU = 1) =1 of Pp(N’]I‘G = OO) = 1.

Dit resultaat brengt ons al een stuk dichterbij de volgende twee gevallen
voor oneindige open clusters: één op L? en oneindig veel op T,. Het bewijs
van uniciteit op L zal zelfs met de beschikking over Stelling 5.3.1 nog steeds
erg moeilijk zijn (het blijkt een erg ingenieus bewijs), terwijl oneindig veel
voor T, heel eenvoudig te bewijzen valt met behulp van Stelling 5.3.1.
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5.4 Uniciteit op L?

In deze paragraaf zal aangetoond worden dat voor bindingpercolatie op L¢
met kans 1 van kracht is, dat als er een oneindige open cluster is, er precies
één oneindige open cluster is. We weten door Stelling 5.2.1 dat het met kans
1 niet £ kunnen zijn met 2 < k < oo, dus in het bewijs van de uniciteit op
L? gaan we een tegenspraak afleiden voor het geval dat k = oo.

Wij zullen hiervoor het bewijs van Burton en Keane uit 1989 (zie Grim-
mett [3] p.198-202) volgen. Zij maken daarin heel slim gebruik van zoge-
naamde trifurcatie punten. De definitie daarvan zal hieronder in het bewijs
van Stelling 5.4.4 gegeven worden, maar de tegenspraak van het bewijs komt
er op neer dat het gemiddelde aantal van deze punten net zo snel groeit als
het aantal punten in de doos B(n), en ook net zo snel als het aantal punten
op de rand 0B(n) van de doos. Dit is een tegenspraak als n — oo. Een
gevolg van deze stelling is dat op LL? de percolatiefunctie 6(p) continu is op
het interval (p., 1], en dit zullen we behandelen in hoofdstuk 6.

Om deze tegenspraak aan te tonen zullen we voor eindige deelverzame-
lingen Y C Z% gebruik gaan maken van 3-partities van Y. Daarom eerst de
volgende twee definities en een lemma.

Definitie 5.4.1. Laat Y een eindige verzameling zijn met |Y| > 3. Dan
is een 3-partitie II = {Py, Py, P3} van Y een partitie van Y, d.w.z. een
geordende verzameling van disjuncte deelverzamelingen Py, Ps, ... P, van'Y
zodanig dat U?_, P; =Y, bestaande wit drie niet-lege verzamelingen Py, Py, Ps.

Definitie 5.4.2. Laat Il = {P, Py, Ps} en II' = {P], P}, P} 3-partities
zijn van Y. Dan zijn 11 en II' compatibel als er een ordening van hun ele-
menten bestaat zodanig dat Py U P C Py. En, een collectie P van 3-partities
15 compatibel als elke twee verschillende elementen van P compatibel zign.

Lemma 5.4.3. Als P een compatibele collectie is van verschillende 3-partities
van 'Y, dan geldt

|P| <|Y]|—2.

Bewijs. We zullen deze claim bewijzen met inductie naar |Y| en merken
daarbij op dat Definitie 5.4.1 ons geeft dat |Y| > 3. Nu, als |Y| = 3 dan
hebben we dat |P| <1 en dus is de ongelijkheid van kracht. Laat Y voldoen
aan |Y| = n+ 1 met n € N, en we nemen aan dat de ongelijkheid ook van
kracht is als |Y'| < n (inductiehypothese).

Kies y € Y willekeurig, en schrijf Z = Y\ {y}. Elke Il € P kan geschreven
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worden in de vorm II = {P, U {y}, P, Ps}, waar Py, P», P3 zekere disjuncte
deelverzamelingen zijn van Z die voldoen aan: P, en Pj zijn niet-leeg, en
PLUP,UP; = 7. Laat P’ de verzameling zijn van alle II die hieraan voldoen
met P; # (). Definieer vervolgens P” =P\ P'.

Het is duidelijk dat P’ een compatibele collectie is van 3-partities van Z,
waar

Pl<|z]-2=1Y|-3,

wegens de inductiehypothese. Als laatste moeten we laten zien dat [P”] < 1.
Stel dat dit niet geldt en dus P” twee verschillende 3-partities {{y}, A2, A3}
en {{y}, B2, B3} van Y bevat. Omdat P compatibel is kunnen we de elemen-
ten van deze twee verzamelingen ordenen zodanig dat {y} U By C Ay. Dit is
een tegenspraak wegens het feit dat y ¢ As.

Dus er geldt

PI< P+ IP"<|Y]|-2,

wat de stelling bewijst. [

Met behulp van o.a. deze definities en dit lemma kunnen we de stelling be-
wijzen die zegt dat de oneindige open cluster op LY met kans 1 uniek is.

Stelling 5.4.4. Op L¢ geldt voor alle p > p. dat
P,(er bestaat precies een oneindige open cluster) = 1.

Bewijs. De claim is triviaal als p = 1, dus we beschouwen p. < p < 1. We
gebruiken de definities gegeven in de formulering en het bewijs van Stelling
5.3.1 (zie p.22). Herinner dat Stelling 5.3.1 ons ook het volgende geeft:

dk € {1} U{oo} zodanig dat P,(Np« = k) = 1. (5.4.1)

Er moet dus alleen uitgesloten worden dat k = oo. We stellen daarom dat
k = oo, en zullen hieruit een tegenspraak gaan afleiden. Een z € Z¢ is een
trifurcatie punt als:

1. het open cluster C(x) is oneindig;

2. er bestaan drie open bindingen <a,z>,<b, z>,<c,z>€ E? met roos-
terpunten a # b,a # ¢ en b # ¢;

3. L% zonder het roosterpunt x en zonder de bindingen in (2) splitst het
oneindige open cluster C'(z) in precies drie disjuncte oneindige open
clusters.
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Laat R, de gebeurtenis zijn dat het roosterpunt = een trifurcatie punt is.
Voor een staartgebeurtenis E van ) geldt wegens Stelling 5.1.4 (zero-one
law) dat P,(E) gelijk is aan 0 of 1. Dit betekent per definitie dat {2 een
triviale staart heeft. Omdat P, een kansmaat is, geldt duidelijk dat voor
alle z € Z* de indicatorfunctie 1z, € £(, P,)). Dan zegt Stelling 5.2.6
(Ergodenstelling [i]) dat voor de doos B(n) geldt

) 1
Vo € Z% T}Lrgom( Z 1Rm> = FE,(1g,) met kans 1.
z€B(n)

Omdat voor alle z € Z? van kracht is dat de kans P,(R,) gelijk is aan E,(1g,),
volgt

1

Vo € Z*: lim mEp< E 1Rz> = P)(R,) met kans 1. (5.4.2)
n—oo n

z€B(n)

Als we nu kunnen aantonen dat P,(R,) strikt positief is, dan geeft (5.4.2)
ons dat het gemiddelde aantal trifurcatie punten binnen de doos B(n) net zo
snel groeit als |B(n)| als n — oo.

Om aan te tonen dat P,(Ry) > 0 gaan we gebruik maken van de veron-
derstelling dat er oneindig veel oneindige open clusters zijn. Laat Mp(0) het
aantal oneindige open clusters zijn dat B doorsnijdt wanneer alle bindingen
in Ep gesloten zijn (herinner: B C Z¢ eindig). Omdat B eindig is, hebben
we dat

P,(Mp(0) > Mp) = 1.

Nemen we nu de eindige verzameling B weer gelijk aan de diamant S(n) =
{z € Z? zodanig dat §(0,z) < n} voor n > 1, dan geldt wegens de aanname
dat k = oo in (5.4.1) dat

Pp(MS(n)(O) Z 3) Z Pp(Ms(n) Z 3) — Pp(N]Ld Z 3) =1 alsn— oc.

Daarom kunnen we een n vinden zodanig dat

P,(Mg(0) > 3) > (5.4.3)

N | —

We merken op dat voor S

—

n) het volgende van kracht is

(a) de gebeurtenis {Mg)(0) > 3} is onafthankelijk van de toestanden van
bindingen in E?;
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(b) als de gebeurtenis {Mg,)(0) > 3} plaatsvindt, dan bestaan er punten
x,y,z € 0B zodaning dat ze met kans 1 in disjuncte oneindige open
clusters van E? \ Eg(,,) liggen.

Laat s € {Mg(;,)(0) > 3}, en neem = = x(s),y = y(s),z = z(s) volgens (b).
Er valt na te gaan dat er in Eg(,) drie paden bestaan die de oorsprong 0
verbinden met (respectievelijk) =,y en z (zie figuur 4). Deze paden kunnen
ook zo gekozen worden dat het volgende geldt:

e de oorsprong 0 is het unieke roosterpunt gemeenschappelijk tussen elk
paar van deze paden; en
e clk pad heeft precies een roosterpunt op de rand 9B.

Definieer J,, . als de gebeurtenis dat alle bindingen in deze drie paden open
zijn, en dat alle andere bindingen in Eg,) gesloten zijn. Wegens het feit dat
S(n) eindig is voor alle n > 1 hebben we dan dat

Py (Jey,| Moy (0) = 3) = (minp, 1 = p})*™ > 0,
waar R het aantal bindingen is in Eg(,). Dan geeft (5.4.3) ons dat

PP(RO) = Pp(Jx,yz’MS(n)(O) 2 S)PP(MS(n)(O) > 3)
1
> E(min{p, 1-pH)f >0,
wat betekent dat P,(R,) > 0 in (5.4.2).

Fig. 4. Beschouw de diamant S(n) met Mg(,) > 3. Verander vervolgens
de configuratie binnen B zodanig dat er een configuratie ontstaat waarin
de oorsprong 0 een trifurcatie punt is.
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We zullen nu gebruik gaan maken van 3-partities (zie Definitie 5.4.1)
om een tegenspraak af te gaan leiden. Laat K een open cluster zijn van
B(n), dw.z. dat K = C(z) N (B(n),Ep)) voor een zeker punt x € B(n)
(herinner dat een open cluster C(x) een deelgraaf is van IL¢). Om verwarring
te voorkomen zullen we verzameling roosterpunten van K noteren met K,
(en de verzameling bindingen van K met K.).

Als © € K,NB(n—1) een trifurcatie punt is, dan induceert de ver-
wijdering van het punt z een partitie van K, N dB(n) in drie deelverza-
melingen. Namelijk, elk van de drie deelverzamelingen bestaat uit punten
die door een pad met x verbonden zijn met één van drie open bindingen
aangrenzend aan z (zie eigenschap 2. van een trifurcatie punt). Daarom cor-
respondeert x met een 3-partitie II(z) = {Py, P», P3} van K, N 0B(n) met
voor i, j € {1,2,3} de volgende eigenschappen:

o P #0;

e P is een deelverzameling van de verzameling punten in een open cluster

van B(n) \ {z};

e als ¢ # j, dan bestaan er geen x € P;,y € P; zodanig dat er open pad
isin B(n) \ {z} dat x en y verbindt.

Verder, als z,z" € K, N B(n — 1) verschillende trifurcatie punten zijn, dan
zijn II(x) en II(2’) verschillende en compatibele 3-partities van K, N 0B(n)
(zie figuur 5). Wegens Lemma 5.4.3 voldoet het aantal trifurcatie punten
7(K) in K, N 0B(n) aan

7(K) < | Ky N 9B(n)| — 2.

We sommeren dit over alle open clusters K van B(n), en dan vinden we dat

> 1g, <|0B(n)|.

z€B(n—1)

Neem verwachtingen en gebruik (5.4.2). Dan krijgen we de volgende onge-
lijkheid (er nemen voor het gemak de gebeurtenis Ry, want P,(R,) is gelijk
en constant voor alle z € Z9):

|B(n = 1)[P,(Ro) < [0B(n)].

Dit is onmogelijk als n — oo, want B(n) groeit als n? en dB(n) als n®!.
Hiermee hebben we bewezen dat k in (5.4.1) gelijk is aan 1, en dat bewijst

de stelling.
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Fig. 5. Twee trifurcatie punten x en 2’ die tot hetzelfde cluster K van B(n)
behoren. Zij induceren twee verschillende en compatibele 3-partities van
K, NoB(n).

5.5 Oneindig veel oneindige open clusters op T,

Op de boom T, is met kans 1 de oneindige open cluster niet uniek. De reden
hiervoor is dat elk kind k van de boom T, de wortel is van een nieuwe boom
7. Dus als er op de boom T, met kans 1 geldt dat er een oneindig open
cluster bestaat, zal dit net zo goed gelden voor elke “deelboom” 7. Daar-
om verwachten we dat als er een oneindig open cluster bestaat in T,, er dan
gelijk oneindig veel bestaan. We gaan dit formeel maken aan de hand van de
volgende stelling.
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Stelling 5.5.1. Op T, geldt voor alle p € (p., 1) dat
P,(er bestaan oneindig veel oneindige open clusters) = 1.

Bewijs. We nemen aan dat p. < p < 1 en definiéren Ny, weer als het
aantal oneindige open clusters op T,. Herinner dat stelling 5.3.1 ons dan het
volgende geeft:

3k € {1} U{oo} zodanig dat P,(Nt, = k) = 1. (5.5.1)

Er moet dus uitgesloten worden dat £k = 1. Daarom stellen we dat £ =1 in
(5.5.1) en zullen hieruit een tegenspraak gaan afleiden.

Beschouw de boom T,. Noem de ¢ kinderen uit de eerste generatie res-
pectievelijk van links naar rechts: 1,2,...,0. Vervolgens bekijken we de
linkerboom 7" gedefinieerd door

TY = {de gewortelde boom met vertakkingsgraad o en wortel 1}

en de rechterboom 7. gedefinieerd door

T = {de gewortelde boom met vertakkingsgraad ¢ en wortel o}.

Per constructie geldt dat 74, 74" ¢ T,. Omdat T en T, beiden gewortel-
de bomen zijn met vertakkingsgraad ¢ > 2 is hiervoor Stelling 5.3.1 ook van
kracht. Dit geeft ons dat er met kans 1 een oneindige open cluster in T en
in T is. Bekijk nu de twee bindingen in T, die 1 en ¢ met de wortel r van
T, verbinden. De gebeurtenis dat we allebei deze bindingen gesloten maken
en alle andere bindingen in T, onveranderd laten heeft een strikt positieve
kans. Dit geeft ons dat er dan ook een strikt positieve kans is dat T, twee
oneindige open clusters bevat, en dat is een tegenspraak wegens (5.5.1).

Conclusie: we vinden voor de boom T, dat P,(Ny, = oc0) =1. O
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6 Continuiteit van de percolatiefunctie 6(p)

Duidelijk is de percolatiefunctie 6(p) continu voor p € [0, p.), want dan geldt
0(p) = 0. Het is een gevolg van de uniciteit van de oneindige open cluster op
L4 (zie stelling 5.4.4) dat (p) voor IL? ook continu is voor p € (p., 1].

We zullen deze continuiteit op LY in twee stappen aantonen. Zo zullen we
eerst laten zien dat 0(p) rechtscontinu is op het interval [0, 1] (zie Grimmett
[3] p-203). Merk op dat 8(p) dus wel rechtscontinu is in p = p., maar blijk-
baar niet zondermeer linkscontinu in p = p. (dan moet gelden 6(p.) = 0).
Vervolgens zullen we laten zien dat 6(p) linkscontinu is op het interval (p., 1]
(zie Grimmett [3] p.204).

We zullen voor de reélwaardige functie 6(p) gebruik gaan maken van een
zwakkere conditie dan continuiteit, namelijk boven semi-continuiteit.

Definitie 6.1.1. Laat X een topologische ruimte zijn, met een punt p € X
en een functie f: X — R. We zeggen dat f boven semi-continu is in p als
het volgende geldt:

Ve > 030 3 popen: f(p*) < f(p) +¢€ woor alle p* € O.

De functie f heet boven semi-continu als f boven semi-continu is in elk punt
p van zin domein.

Het volgende lemma heeft betrekking op Definitie 6.1.1, waarna het gebruikt
zal worden voor het bewijzen van de eerdergenoemde rechtscontinuiteit van
6(p) op het interval [0, 1].

Lemma 6.1.2. Als een functie f geligk is aan de limiet van een dalende
rij continue functies [f,], dan is f boven semi-continu.

Bewijs. Kies € > 0 en p € X willekeurig. Omdat [f,(p)] een dalende
rij is die naar f(p) convergeert, hebben we voor n voldoende groot dat

fa(p) < f(p) + e

Nu is f,, continu voor alle n € N, dus
3O > p open en zodanig dat Vo € O : f,(z) < f(p)+e. (6.1.1)

Als laatste, omdat voor alle z € X geldt dat [f,,(z)] een dalende rij is die naar
f(x) convergeert hebben we dat f(z) < f,(z) voor alle n € N (dit gegeven

36



gebruikten we ook in het begin van het bewijs). Hierdoor geldt wegens (6.1.1)
dat

3O > p open en zodanig dat Vo € O : f(z) < f(p) + €,

en per definitie is #(p) dan boven semi-continu in p. [J

Stelling 6.1.3. De percolatiefunctie 0(p) is rechtscontinu op het interval
[0, 1].

Bewijs. Als er voor twee verzamelingen X,Y C Z¢punten v € X eny € Y
bestaan die door een open pad met elkaar verbonden zijn, dan noteren we
dat door X < Y. Vervolgens definiéren we

fn(p) = B,({0} < 9B(n)).
Duidelijk geldt dat

Vn e N: fu(p) > fuii(p),

en
O(p) = lim f(p).

Omdat de gebeurtenis {{0} < 0B(n)} afhankelijk is van de toestand van
een eindig aantal bindingen is de functie f,(p) continu voor p € [0,1] en
n € N. Dus voor alle p € [0,1] is 0(p) gelijk aan de dalende limiet van een rij
continue functies [f,(p)] en lemma 6.1.3 geeft dan dat 6 boven semi-continu
is. Aan de andere kant, de functie # is monotoon niet-dalend, en dus is 6(p)
rechtscontinu voor p € [0, 1] (zie figuur 6). O

/()

x
T* z

Fig. 6. Een monotoon niet-dalende boven semi-continue functie is rechtscontinu.
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Stelling 6.1.4. De percolatiefunctie 0(p) is linkscontinu op het interval
(pe, 1]

Bewijs. Voor dit bewijs zullen we gebruik gaan maken van het feit dat
de oneindige open cluster op IL? uniek is met kans 1 (zie Stelling 5.4.4). Laat
(X(e) : e € E?) een collectie onafhanklijke random variabelen zijn die gein-
dexeerd is door E?, zodanig dat elke X (e) getrokken is uit [0, 1] volgens de
uniforme verdeling. Voor 0 < p < 1, definiéren we

=1 als X(e) <p
() { =0 anders.

We zeggen voor een binding e dat hij p-open is als ,(e) = 1, en p-gesloten als
ny(e) = 0. We schrijven C, voor het p-open cluster van L¢ dat de oorsprong
bevat, en merken op dat Cp» C C,, als p* < p. Nu is (p) ook gedefinieerd als

0(p) = P(|Cy| = o0),

dus hebben we dat

limfO(p*) = lim P(|Cp| = 0)
p*1p p*ip
= P(|C,:| = oo voor zekere p* < p),

omdat de gebeurtenis {|C,+| = oo} stijgend is in p*. Oftewel voor linkscon-
tinuiteit op het interval (p., 1] moet gelden dat

P(3p" € (pe,p) : |Cp
Dit is hetzelfde als
P(3p* € (pe,p) : |Cypr

omdat Cp» C €, als p* < p. Dus we moeten het volgende aantonen:

= o00) = P(|C,| = 00) wvoor p € (p., 1].

= 00, |C,| = 00)—P(|Cp| = 00) =0 voorp € (p., 1],

P(¥p* € (pe,p) : |Cp

<00, |Gy =00) =0 wvoorp € (pe, 1]. (6.1.2)

We nemen p € (p., 1] en veronderstellen dat |C,| = co. Als p. < a < p,
dan geeft Stelling 5.4.4 dat er met kans 1 een oneindige a-open cluster I,
bestaat op L%, Dan zijn er twee mogelijkheden; de clusters I, C, zijn disjunct
of I, C C,. Wegens Stelling 5.4.4 moet met kans 1 gelden dat I, C C,,
want anders bestaan er met kans 1 ten minste twee oneindige p-open clusters
(immers, open clusters zijn maximaal open samenhangende componenten).
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Nu volgt voor een willekeurig gekozen punt x in [, dat er een p-open pad
[(x) bestaat die x verbindt met de oorsprong. Zo'n pad [(z) heeft eindige
lengte en elke binding e in het pad [(x) voldoet aan X(e) < p; daarom is
p(x) = max{X(e) : e is een binding in /(x)} kleiner dan p. Dus voor alle p*
zodanig dat p* > « en u(x) < p* < p, bestaat er een p*-open pad dat de
oorsprong verbindt met z, en derhalve |Cp+| = oco.

M.a.w. P(|Cp| = 00 || Cp| = 00) = 1 voor elke p, < p* < p (gebruik weer
de monotoniciteit) en daarmee hebben we bewezen dat (6.1.2) geldt, en dit
geeft dat 0(p) linkscontinu is op het interval (p., 1].
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