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Chapter 1

Inleiding

In deze scriptie zullen we de verdeling van de eigenwaarden van willekeurige
n bij n unitaire matrices afleiden. De groep van unitaire matrices, die we G
zullen noemen, heeft ook een variéteits structuur compatibel met de groeps-
bewerking en is daarmee een Lie groep. Bovendien is G compact en de theorie
zegt nu dat er een unieke kansmaat pg, ookwel Haarmaat genoemd, is op
deze groep die invariant is onder translaties. De raakruimten van G zijn
deelverzamelingen van de complexe n X n matrices. We hebben daarom een
metriek op deze ruimte, en dit maakt van G een Riemannse variéteit. Aan
de hand van deze metriek berekenen we de Haarmaat op GG. Deze maat stelt
ons in staat te integreren over de unitaire matrices.

De verzameling van unitaire diagonaalmatrices, T', is ook een variéteit. Ook
T heeft een metriek en is dus een Riemannse variéteit. Met behulp van deze
metriek kunnen we ook op 7" een kansmaat pr definiéren en dus integreren
over deze variéteit.

ledere unitaire matrix ¢ is te diagonaliseren, d.w.z. te schrijven in de vorm
dtd=!, waarbij t de diagonaal matrix van eigenwaarden is, dus een element
van T en d de matrix van eigenvectoren van g. We bekijken vervolgens de
continue klassenfuncties f : G — C. Dit zijn de functies met de eigenschap
flgzg™) = f(x). Deze eigenschap laat ons zien dat de waarde van zo'n
functie alleen afhangt van de eigenwaarden van de unitaire matrix.

De intgratieformule van Weyl geeft ons voor deze functies het verband tussen
integratie over G en integratie over 7.

—d [ flro- ) =I5
[ gne=a [ fle-o-ur. met oGz = L1z = =

i#k
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Uit deze formule kunnen we direct de verdeling van de eigenwaarden bepalen.
Integratie van een klassen functie over G, komt namelijk neer op integratie
van de functie over T' met het gewicht dat wordt gegeven door de verdelings-
functie van de eigenwaarden. Uiteindelijk volgt dan dat de verdeling van de
eigenwaarden wordt gegeven door de functie:

1
9(z) = EH |25 — 2|

"tk

In deze scriptie zullen we de integratie formule van Weyl afleiden. Hiervoor
zullen we eerst alle benodigde theorie over Lie groepen en integratie hierop
bespreken. Vervolgens zullen we bewijzen dat GG een Lie groep is en de theorie
gebruiken om de stelling te bewijzen.



Chapter 2

Variéteiten

Om de stelling van Weyl te kunnen bewijzen moeten we eerst een aantal
zaken weten over variéteiten en Liegroepen. In dit hoofdstuk zullen we de
benodigde theorie bespreken.

Definitie 2.1. Zij X een topologische ruimte. Laat k > 0 een geheel getal
zijn, of oo of w. Een C*-atlas voor X bestaat dan uit de volgende data: een
verzameling I, voor elke ¢ in I een open deelverzameling X; C X, een geheel
getal n; > 0, een open deelverzameling U; van R™ en een homeomorfisme
¢; + X; — U;. Deze data moet aan de volgende eigenschappen voldoen.
Allereerst moeten de X; de verzameling X overdekken, dus U; X; = X. Ver-
volgens moeten de kaarten ¢; compatibel zijn met elkaar, dit betekent het
volgende. Zij 7,5 € I enlaat X;; := X;NX;en U, ; = gbi_lXi,j. De afbeelding
¢; induceert nu een homeomorfisme, die we ook ¢; noemen, tussen U;; en
X ;. Het compatibel zijn van ¢; met ¢, betekent nu dat het
homeomorfisme ¢; o ¢; ' : U;; — U;; C* is. De notatie C“ betekent: reeél
analytisch.

Definitie 2.2. Zij k > 0 een geheel getal, oo of w. Een C*-variéteit is dan
een topologische ruimte X die hausdorffs is en een aftelbare basis heeft voor
de topologie, uitgerust met een C*-atlas. We noteren: (X,1,n,U, ).

We hebben het object variéteit gedefinieerd en zoals altijd willen we nu ook
weten wat de afbeeldingen tussen variéteiten zijn.

Definitie 2.3. Laat (X, I,n,U,¢) en (Y, J,m,V, ) variéteiten zijn. Zij f
een continue functie van X naar Y en x € X. Dan is f differentieerbaar in
z, als voor elke (i,j) z.d.d. = € X; en f(x) € Y; de afbeelding ¢, f¢; ' van
¢:i((f7'Y;)NX;) C R™ naar R™ differentieerbaar is, in de zin die we kennen,

7



8 CHAPTER 2. VARIETEITEN

in ¢;(z). De afbeelding f wordt differentieerbaar, of een morfisme tussen
variéteiten genoemd, als hij differentieerbaar is in alle x in X. De afbeelding
f is een diffeomorfisme als f bijectief is en zowel f als f~! differentieerbaar
zijn.

Laat X een C* variéteit zijn, V C X een open deelverzameling en f een
afbeelding van deze verzameling naar R. Deze afbeelding is C*, d.w.z. k keer
differentieerbaar in een punt x € V als hij dat is t.o.v. kaarten. Geldt dit
voor elk punt z € V danis f C* op V.

Definitie 2.4. Laat (X,I,n,U, ¢) een C* variéteit zijn en V C X een open
deelverzameling. De verzameling C% (V) is dan de R-algebra van functies
f:V — R die C* zijn.

Een variéteit is lokaal homeomorf met een open deelverzameling van de R".
Dit stelt ons in staat de dimensie van een variéteit te definiéren. De dimensie
van een variéteit X is een lokaal constante functie Dimyx op X met waarden
in N.

Definitie 2.5. Laat X een variéteit zijn en x € X. Er bestaat een kaart
(¢i, U;) met x € U; en de dimensie van X is nu de functie Dimy : X — N
met Dimy (z) = dim/(U;).

Definitie 2.6. Zij M een Dimj;-dimensionale variéteit. Een deelverzameling
My C M is een Dimy,-dimensionale deelvariéteit als rond elk punt x van M
er een kaart (U, h) is op M, met h(UN M) = (RP™M0@) x {0})NA(U). Deze
kaart wordt een flattener voor My in M genoemd. De functie Dimyy |5, —
Dimyy, is de co-dimensie van M, in M

Natuurlijk wordt M, in bovenstaande definitie niet voor niks een deelvar-
i6teit genoemd; de verzameling kaarten (U N My, h|(U N My)) bestaande uit
de flatteners is duidelijk een atlas op My en met deze atlas is My zelf dus
een variéteit en wel van dimensie Dimj;,. Wanneer we de definitie van een
deelvariéteit bekijken zien we dat alle open deelverzamelingen van M deel-
variéteiten zijn van dezelfde dimensie.

2.1 De reguliere waarden stelling

We hebben nu behandeld wat een variéteit is. De vraag is nu hoe je aantoont
of een bepaald object een variéteit is. Dit is vaak niet makkelijk, maar er
is wel een theorie die hier ons in helpt, de zogenaamde "Reguliere waarden
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stelling”. Om te begrijpen wat deze theorie inhoudt moeten we eerst het
begrip reguliere waarde bespreken.

Definitie 2.7. Zij U C R” en V' C R? open deelverzamlingenen f: U — V
een differentieerbare afbeelding (C*°). Dan is f een submersie in u € U als
de Jacobiaan in u rang p heeft, oftewel de afgeleide (Df)u : R — RP is
surjectief. Het punt u wordt nu ookwel een regulier punt van f genoemd.
We zeggen dat f een submersie is als hij een submersie is in alle v in U.

Stel dat f een submersie is in u € U, dan zien we dat na een geschikte her-
nummering van de coordinaten van R", de afbeelding ¢ : U — R" gegeven
door ¢(x) := (f(z),21,...,2s—p) cen bijectieve afgeleide (D¢)u in u heeft.
Er geldt f = pr<, o ¢, met pr<, : R* — RP de projectie op de eerste p
coordinaten. De "impliciete functie stelling” zegt ons nu dat ¢ een diffeomor-
fisme induceert van een geschikte open omgeving van u in U naar een open
deelverzameling U’ van R", en dit geeft ons de formule:

(fod™ ) (a1, . zn) = (T1,...,7,)

voor alle (z1,...,x,) in U'. In andere woorden, op een lokaal diffeomorfisme
na, is een submersie de natuurlijke projectie. Wanneer we differentieerbare
afbeeldingen tussen variéteiten lokaal bekijken, dus t.o.v. kaarten, hebben
we te maken met differentieerbare afbeeldingen tussen opens in de R™ en R™,
voor zekere n en m. We kunnen dus bovenstaande begrippen toepassen op
variéteiten.

Definitie 2.8. Zij f : M —— N een differentieerbare afbeelding tussen
variéteiten, dan noemen we een punt p in M een regulier punt van f, als
dit lokaal (t.0.v. geschikte kaarten) waar is. Een punt ¢ in N noemen we
een reguliere waarde van f als alle punten in het inverse beeld f~!q reguliere
punten zijn.

We zagen boven dat een submersie, op lokaal diffeomorfisme na,
de natuurlijke projectie is, en voor variéteiten vertaalt dit zich als volgt;

Stelling 2.9. Zij f : M — N een differentieerbaar afbeelding en p € M een
requlier punt van f, dan is f lokaal in p een projectie.

Uit het bovenstaande kunnen we nu de "Reguliere waarden stelling” bewijzen.

Stelling 2.10. Zij f : M — N een differentieerbare afbeelding tussen var-
iéteiten, en q in N een requliere waarde, dan is het inverse beeld f~1(q) C M
een deelvariéteit, wiens co-dimensie geligk s aan de dimensie van N.
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Bewijs: Zij M en N variéteiten met dimensies respectievelijk m, n. Alsq € N
een reguliere waarde is van de differentieerbare atbeelding f : M — N, dan
is elk punt p in zijn inverse beeld My := f~1(q) een regulier punt. Stelling
2.9 zegt ons nu dat er kaarten (U,h) rond p en (V,k) rond ¢ zijn met de
eigenschap dat de afbeelding pr := ko foh™ : h(U) — k(V') wordt gegeven
door (1, ..., TmonsTm-nily-->Tm) — (Tm—ni1,.-.,Tm). Het levert geen
problemen om te eisen dat k(g) = 0 (we kunnen de kaarten samenstellen
met de verschuiving over een punt). Per constructie geldt dan voor een
verzameling Y C M dat;

fY)=0& (Y #0enY C M), dus pr(h(Y)) =0& (Y D en Y C M)
en we zien dat h(My) = R™ " x {0} en dus h(UNM,) = h(U)N(R™ "™ x {0}).
We zien nu dat My = f~'(g) een submanifold is met co-dimensie n. 0

2.2 Raakruimten en de raakbundel

Zij X een C* variéteit met k > 1. Voor € X willen we nu zijn raakruimte
Tx(z) definiéren. Er zijn verschillende manieren om dit te doen, die allen
equivalent zijn natuurlijk. We zullen een van deze manieren bespreken, de
geometrische versie.

Definitie 2.11. Zij X een C* variéteit met k > 1 en zij € X. Een kromme
in z is een C* afbeelding ¢ : U — X met U C R een open interval waar
0 in bevat is en met ¢(0) = x. Voor ¢ zo'n curve en V. C X een open
deelverzameling die 0 bevat, hebben we de volgende afbeelding:

0, :CE(V) — R, fr(foc)0

We definiéren T'x(z) als de verzameling van equivalentieklassen van krom-
men in x, voor de volgende equivalentierelatie. Twee krommen c¢; en ¢y zijn
equivalent d.e.s.d.a. voor elke open omgeving V' van x er geldt dat 0., = 0,,.

Definitie 2.12. Zij X een C* variéteit met k > 1. We noemen de disjuncte
vereniging van alle raakruimten T'x(x), met z € X, de raakbundel Tx.

De raakbundel zelf is ook weer een C*~!-variéteit, voor de constructie van de
variéteitsstructuur op Tx verwijs ik naar [1].

2.3 Differentiaal

We willen nu ook de differentiaal, dus de lokale lineaire benadering van een
differentieerbare afbeelding, definiéren.
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Definitie 2.13. Zij f : M —— N een differentieerbare afbeelding tussen
variéteiten, en m € M dan is de afbeelding

Df(m) : Ty(m) — Tn(f(m)), [c] = [fod]

de differentiaal van f in het punt m.

We moeten nu natuurlijk laten zien dat deze afbeelding welgedefinieerd is,
dus onafhankelijk van de representant die we voor de equivalentieklasse [c]
kiezen. Laat ¢, d twee equivalente curves zijn, dus [¢] = [d]. Zij V een open
omgeving van m. We moeten nu laten zien dat voor elke g € C%(V) geldt:
(go foc)(0)=(go fod)(0). Om dit te laten zien gebruiken we een kaart
(h,U) met x € U. Er geldt nu voor een zekere open interval (—4,d) € R de
gelijkheden go foc = gohoh™to focen gofoc = gohoh™lofod. De kettingregel
geeft ons nu de gelijkheid (gohoh ™o foc)(0) = (gohoh o fod)(0)
dus (go foc)(0)=(go foc)(0). Hiermee is aangetoond dat de afbeelding
goed gedefinieerd is.

Het is na te gaan dat wegens de equivalentie van de verschillende definities
van de raakruimte, ook de differentiaal gedefinieerd aan de hand elk van
de definities, dezelfde afbeelding geeft. We kunnen dus spreken over "de
differentiaal”, gedefinieerd op bovenstaande manier.

2.4 Integreren

Met behulp van de raakruimte kunnen we ook integreren op manifolds. We
integreren dan de zogenaamde volume vormen.

Definitie 2.14. Zij V een eindig dimensionale R-vectorruimte, zeg dimensie
d. Een afbeelding Vol : V¢ — R is dan een volume vorm op V als het aan
de volgende eisen voldoet:

1 VA€ R%enVov € V2 geldt: Vol(Avy,. .., A\qvg) = |A1 -+ Ag| Vol(vy, ..., vq);
2 Vo € Sgen Vv € V geldt: Vol(v,a), ..., Ve@)) = Vol(vi,...,v4);
3 Yo € V4 (d > 2) geldt: Vol(vy + va, vy, ..., vq) = Vol(vy, ..., vq);

Uit deze definitie volgt dat een volume vorm op V' wordt vastgelegd door zijn
waarde op een basis voor V. We hebben het nu over volume vormen op een
reéle vectorruimte. De raakruimten van een variéteit zijn dit ook. We kunnen
nu een volume vorm op een variéteit definiéren. Zij X een C* variéteit, met
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k > 1. Een volume vorm op X is dan het object dat aan ieder punt x € X
een volume vorm Vol, op de raakruimte T'x(z) toekent. Als X een open
deelverzameling is van R?, dan is iedere volume vorm Vol op X van de vorm
Vol = fl|dzy - - - dx,|, met f: X — R een functie uniek bepaald door Vol, en
waar |dxy - - - dz,| waarde één heeft op de standaardbasis (ey, ..., e,) van R".
Een volume vorm Vol op X noemen we C* als hij lokaal van de bovenstaande
vorm is met f een C*-functie.

De volume vormen op een variéteit zijn de objecten die we kunnen integreren.
Voor Vol een C° volume vorm op een variéteit X en voor f € C%(X), d.w.z.
een continue functie met compacte support, bestaat de integraal [ < J - Vol
met waarden in R. Om deze integraal uit te rekenen doen we het volgende;
we nemen een eindige verzameling van kaartdomeinen X; op X die de sup-
port overdekken, dit is mogelijk omdat de support compact is. Aangezien X;
homeomorf is met een open deelverzameling van de R™ kunnen we de inte-
graal over X; uitrekenen zoals we gewend zijn integralen uit te rekenen. We
tellen vervolgens de integralen over al de X;’s op. De kaartdomeinen kunnen
overlappen, dus om te zorgen dat we elke bijdrage aan de intergraal precies
een keer tellen halen we de integralen over de doorsneden X; N X ervan af,
tellen vervolgens de drievoudig doorsnijdingen hierbij op enz. Voor een gede-
tailieerdere beschrijving van de integraal en de precieze condities waarvoor de
integraal bestaat verwijs ik naar [2]. Volume vormen worden ook wel maten
genoemd en genoteerd met .

De raakruimte van een variéteit X in een punt x is een vectorruimte. We
kunnen hierop dus een inproduct (,), definiéren. Een metriek op de raak-
bundel Ty is een familie van inproducten, (,) = {(,)z}zex. Deze metriek
(,) is differentieerbaar in x als de functies g,, : X — R gegeven door
z — (9,,0,), C* zijn t.o.v. kaarten. Is de metriek differentieerbaar, dan
noemen we het paar (X, (,)) Riemannse variéteit. De verzameling (,) heet
de Riemannse metriek van X. Deze metriek geeft ons een natuurlijke volume
vorm p: voor x € X zeggen we dat p(e) = 1, voor e een orthonormale basis
van de raakruimte T'x (z).

Definitie 2.15. Een (reéele) Lie groep is een groep G met daarop een var-
iéteits structuur van een C'*° variéteit, zodanig dat de afbeelding:

GxG— G, (z,y)—~ 2y en G — G,ors 2"

diffeomorfismen zijn.

Een morfisme tussen Lie groepen is een groepsmorfisme dat een differentieer-
bare afbeelding is.
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Zij G een Lie groep, dan hebben we de volgende acties van G op zichzelf:

1 de links actie door links translaties: voor x € G hebben we [, : G —
G, y—uay

2 de rechts actie door rechts translaties: voor z € G hebben we r, : G —
G, y—yx

3 de conjugatie actie: voor x € G hebben we ¢, : G — G, y — xyz~!

Alle drie de acties zijn automorfismen van G als variéteit. De rechts- en
links translaties zijn vrij en transitief: xy = y impliceert x = e, yxr = y
impliceert x = e, en voor y € G geldt y = ye = ey. Deze acties zijn
echter geen groepsmorfismen. Het is duidelijk dat de conjugatie actie niet
vrij en niet transitief is wanneer G # {e}. Deze actie is echter wel een
groepsmorfisme, dus ¢, is een automorfisme van G als Lie groep. Ook is
c: G — Autr;(G), x — c, een groepsmorfisme.

Laat L de vectorruimte T (e) zijn. Voor alle x in G hebben we twee iso-
morfismen 7;, en T, van L naar Tg(z). Deze twee ismorfismen hoeven niet
hetzelfde te zijn, aangezien ¢, = r; ' ol,, geldt er dat T, (e)™'T},(e) = T, (e).
Ook geldt per constructie dat T, (e)T,(e) = Tt,,(e), hetgeen betekent dat
we het volgende morfismen van Lie groepen hebben:

G — GL(L),x— T.,(e).

Dit morfisme wordt de geadjungeerde representatie van GG genoemd, oftewel
de actie op de raakruimte in e geinduceerd door de conjugatie actie.

Door gebruik te maken van de linkstranslatie kunnen we de raakruimte 7¢(x)
identificeren met Tz (e). We zouden hiervoor ook de rechts translaties kunnen
gebruiken, maar aangezien de afbeelding z +— 27! van G naar G links in
rechts translaties transformeert is de keuze niet van belang. De afbeelding:

LxG— TG> (/Uvg> = T‘lg(fu) € TG(g)
is duidelijk bijectief, zijn inverse wordt gegeven door:
Te — Lx G, t (T, () (1), p(t)),

met p : Tz — G de projectie. Aangezien beiden afbeelding worden gegeven
in formules die samenstellingen zijn van diffeomorfismen tussen variéteiten,
zijn ze zelf diffeomorfismen tussen variéteiten. We zien dus dat wanneer we
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de raakruimte Ty (e) weten we alle raakruimten weten, omdat deze verkre-
gen worden uit linkstranslatie van T(e). De raakbundel wordt dus getrivi-
aliseerd.

Wanneer we te maken hebben met een Lie groep kunnen we de links trans-
laties dus gebruiken om de raakbundel te trivialiseren. Een volume vorm
v op een Lie groep G wordt links-invariant genoemd als hij invariant is
onder links translaties, d.w.z. voor elke ¢ € G beeldt het isomorfisme
T, : Ta(e) — Ta(g), geinduceerd door de links translatie I, de volume vorm
ve af op vg. Deze links-invariante volume vormen worden ook wel Haar maten
genoemd. Men kan laten zien dat er voor elke lokaal compacte topologische
groep zulke Haar maten bestaan, uniek op scalar na en niet allen nul. Een
volume vorm die zowel rechts- als links-invariant is wordt bi-invariante vol-
ume vorm genoemd. Wanneer G compact is, zijn de links-invariante volume
vormen ook rechts-invariant [1]. In een compacte Lie groep G kan een Haar
maat, ongelijk nul, uniek genormaliseerd worden door te eisen dat fG v=1.
In dit geval wordt v de invariante kansmaat op G genoemd.



Chapter 3

Weyl’s integratie formule

3.1 De Liegroep van unitaire matrices

We zullen nu de integratie formule van Weyl gaan afleiden, deze zegt iets
over integratie over de groep van unitaire matrices U(n). Wat de precieze
mededeling is van de stelling zien we later. Zijn > 1 en G := U(n) :=

{u € M,(C) | uu* = 1}, dan is G een ondergroep van de groep van inverteer-
bare complexe matrices GI,,(C). De verzameling van alle complexe matrices
M, (C) is isomorf met de R*” als R-vectorruimte en dus op natuurlijke wijze
een variéteit. De groep G is een deelvariéteit van M, (C), bewijs:

Proposition 3.1. De groep G is een deelvariéteit van M, (C).
Bewijs:
Zij

f: M,(C) — M, (C)" ={ae M,(C)| a* =a}

g — 99

Er geldt dimg(M,(C)") = 3 -2n(n+ 1) —n = n(n+1) —n = n? en
U(n) = f~1(I).
De afbeelding f is differentieerbaar, want (¢*g),x = >_,(9%) 1 916 = D, G190k
Dus coordinaatsgewijs is f differentieerbaar, en dus is f differentieerbaar. We
bewijzen nu eerst dat f regulier is in alle g € U(n); de rang van de Jacobiaan
in g bereken we aan de hand van de relatie tussen de Jacobi-matrix en de
richtingsafgeleide: In het algemeen hebben we,

T1(p) v = |y f(p+ W)

15
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Dus als we bewijzen dat voor elke g € U(n) en elke B € M, (C) er een matrix
X € M,(C) is z.d.d.

d

o o (g+2AX)" - (g+AX) =B
in andere woorden J;(A)X = B, dan is J;(p) : R* — R*"+1 surjectief
dus J¢(p) heeft rang n(n +1) in g.

We moeten dus laten zien dan voor elke B € M, (C)* er een X € M, (C) is
met:
X"g+9g"-X=8B

Omdat B een zelfgeadjungeerde matrix is en (X* - g)* = g* - X volstaat het
een matrix X te vinden z.d.d.

g-X==B

Deze matrix kunnen we vinden, namelijk X = %(g*)*lB = %gB.

Dus f is regulier in alle ¢ € G en volgens de "Regular value theorem” is
G = f71(I) een subvariéteit van M, (C), met co-dimensie n?. Dus dimG =
2n? —n? = n? O

Proposition 3.2. De variéteit G is een Liegroep.

Bewijs: Om dit aan te tonen moeten we laten zien dat

GxG—G, (r,y)—~2yenG— G, v 1"

differentieerbaar zijn.

Een atlas van M, (C) kunnen we op een natuurlijk manier maken, namelijk
de verzameling van alle opens in M, (C), waarbij de bijbehorende kaarten
de natuurlijke afbeelding (identiteit) van M, (C) naar R*" zijn, beperkt tot
de open deelverzamelingen. De variéteit G is een deelvariéteit van M, (C),
dus de atlas op M, (C) induceert een atlas op G, namelijk de verzameling
kaarten (U NG , hlyng), waarbij de kaarten (U, h) de flatteners zijn voor
G in M,(C). Zij f : G — G een afbeelding, dan is f differentieerbaar in
een punt g € G als hij dat is t.0.v. de kaarten in g en f(g). We zien nu dat
differentieerbaarheid van f in een punt neer komt op differentieerbaarheid van
een afbeelding van R™ naar R2. Dus om te bepalen of f differentieerbaar is,
kunnen we coordinaatsgewijs bekijken of de afbeelding differentieerbaar is.
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De afbeelding (z,y) — xy, komt coordinaatsgewijs neer op het nemen van
eindige sommen van producten van twee coordinaten, dus is differentieerbaar.
Door gebruik te maken van Cramer’s rule voor het vinden van de inverse
van een matrix, zien we dat de afbeelding = +— z~!, neer komt op eindige
sommen van producten van de coordinaten van x of zijn geconjugeerde. Dus

de afbeelding is differentieerbaar en hiermee is bewezen dat G een Liegroep
is. U

Proposition 3.3. De Liegroep G is compact.

Bewijs: De Liegroep G wordt gegeven door de volgende vergelijking voor de
coordinaten:

Oik = (9" 9)jk =D (9~ Gk = Y Gjoun
l l

Dus de absolute waarde van de coordinaten is begrensd en daarom is GG
begrensd en de coordinaten moeten voldoen aan een stelsel vergelijkingen.
Hieruit volgt dat G is gesloten, dit zien we als volgt. De afbeelding f :
M,(C) — M,(C)* is C*°, dus continu. Er geldt G = f~'1, dus G is
gesloten. Hieruit volgt dat G' compact is. U

We weten dat een compacte Liegroep een unieke invariante kansmaat heeft,
deze gaan we nu berekenen.

Om de kansmaat te krijgen, maken we van de Liegroep van G ook een
Riemannse variéteit. Hiervoor moeten we een metriek toekennen aan de
raakruimtes van G.

We definiéren de volgende afbeeldingen ( , ) van M,(C) x M, (C) — R;
(a,b) = Re(tr(a*-b)) = Z(Re(aj,k)Re(bj,k) + Im(a;)Im(b;)).
jik
Voor deze afbeelding geldt:
o VA € R: (Aa,b) = Re(tr((Aa)* - b)) = ARe(tr(a* - b)) = M a,b). Idem
geldt (a, Ab) = A(a, b).

e Va,b € M,(C) : (a,b) = Re(tr(a*-b)) = Re(tr((a* - b)*)) = Re(tr(b* -
a)) = (b,a).

e Va € M,(C) : {(a,a) = Re(tr(a*-a)) = Zj7k((Re(aj7k))2 + (Im(a;x))?)
dus (a,a) > 0en (a,a) =0 a =
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Dus (, ) is een inproduct op M, (C). We berekenen nu de raakruimte in 1,
deze geeft ons via linkstranslaties alle raakruimten van G. Er geldt:
fd4+e-a)=1+e-a)*1+e€-a)=1+¢€(a*"+a)+---.
Dus D¢(1)(a) = a* + a. De raakruimte T¢(1) van G in het punt 1 is de
verzameling elementen van M, (C) die door Df(1) op nul worden afgebeeld,
dus

Te(1) = {a € M,(C)| a* + a = 0}.
We zien dat de raakruimtes van G deelruimten zijn van M, (C), dus de me-
triek die we hierboven hebben gedefinieerd kunnen we toekennen aan deze
raakruimtes en dit maakt van G een Riemannse variéteit.

De Riemannse metriek op G is nu bi-invariant, want dat is de metriek op
M, (C). Uit de lineaire algebra weten we namelijk dat het spoor van een
product van twee matrices invariant is onder verwisseling van matrices in het
product, dus:

(ga, gb) = Re(tr(a"g"gb)) = Re(tr(a’b)) = (a,b)
en

(ag,bg) = Re(tr(g*a*bg)) = Re(tr(bgg*a®)) = Re(tr(ba*)) = Re(tr(a*b)) = (a,b)

We definiéren nu een Haarmaat ug op G, met de eigenschap dat voor g € G
en (vy,...,v,2) een orthonormale basis van T (g) geldt:

ua(g)(v1, ... v2) =1

Er geldt dat pg bi-invariant is omdat de metriek bi-invariant is op G.

Als laatste voorbereiding kijken we naar de volgende verzameling T,
T:{g€G| gjk:Oalsj#k} = (Sl)n
diag(z1,...,2,) — 2

Proposition 3.4. De verzameling T is een variéteit.

Bewijs: De afbeelding f : C — R gegeven door f(z) = ||z is overal C*°,
behalve in 0. In het bijzonder is 1 € R een reguliere waarde, en het inverse
beeld f~1(1) is de S*. Dus S' is een 1-dimensionale variéteit. Het product
(S1)™ is dan ook een variéteit, van dimensie n. O

Ook is T' compact, want S! is compact. De raakruimte van S* in 1 is iR, dus
de raakruimte T'r(e) van 7', in het punt e € T', is {diag(iay, . .., ia,) | a; € R}.
De raakruimte van 7" in een punt ¢ € T ligt in M,,(C) en we maken van 7'
nu ook een Riemannse variéteit, door de metriek van M, (C) te nemen. Net
zo definiéren we nu de bi-invariante haarmaat pr.
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3.2 Weyl’s integratie formule

We komen nu tot de hoofdstelling.

Stelling 3.5 (Weyl’s integratie formule). Er is een constante d € R zodat
voor alle continue functies f : G — C met f(grg™") = f(z), Vg,x € G:

/Gfuazd/Tf|T~¢-uT, met 6(z) = [ 12 - =

J7#k

Het bewijs voor deze stelling is vrij lang. We zullen het bewijs daarom
ophakken in verschillende proposities en lemma’s. We moeten eerst een aan-
tal verzameling definiéren en hier eigenschappen over bewijzen:

Zij U C U(n) de volgende verzameling, U := {u € U(n)| u;; # 0 Vj}. Dan
is U open in U(n), dus U is een deelvariéteit.

We definieéren de verzameling V' C U als
Vii={u e Un)| uj; #0en |ij| = 1}. Zijt € T en v € V dan geldt

(U : t)j,j =V5;j" tj, dusv-teV desda. t=1.

Lemma 3.6. De verzameling V' is een variéteit

Bewijs: Bekijk de volgende afbeelding;
f:U — (SHr=T

ul,l un,n )
|u1,1” ’ |Un,nl

u

Dan geldt f~!(1) = V. We moeten dus bewijzen dat voor alle v € V, v een
regulier punt is, dus dat de afbeelding D f(v) : Ty (v) — Tr(f(v)) surjectief
is. We kunnen dit expliciet laten zien, of op een meer abstracte manier, we
doen beiden.

Het is duidelijk dat voor ¢t € T en voor alle u € U geldt f(t-u) =t- f(u).
De abstracte manier maakt gebruik van de sectie s, met u € U:

Sy: T — U
t o= (flw) ™ tou

We zien nu dat (f o s,)t = f((f(uw)™ -t -u) = (f(u) -t f(u) =t, dus
fosy(t) =idp. De afbeelding s, is duidelijk differentieerbaar, en we zien nu
dat Didp(1) = Df(u) o Ds,(1), dus D f(u) is surjectief.
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We bewijzen het nu expliciet. Voor de raakruimte gebruiken we de ge-
ometrische definitie. Er geldt Dim (77 (f(v)) = Dim(T) = n. Zij

f(w) = (t1,...,t,). Nu construeren we de volgende basis voor de raakruimte
in f(v); Zij c1, ..., ¢, de volgende krommen:

¢j:(—ee) — T
(b — (tl,...,tjfl,tj€i¢7tj+1,...,tn)

We weten dat Dim(77(f(v)) = Dim(7) = n, dus wanneer we n lineair on-
afhankelijke vectoren vinden is dit een basis voor de vectorruimte. Bekijk de
functie fr € CK(T). De afgeleide ¢ op de k-de coordinaat is tie, welke
niet nul is voor ¢ = 0 en ¢; wel. Dus 0,,, ..., 0., is een basis voor Trr(f(v)).
Kies nu de volgende krommen dy, ..., d,;

dj: (—e,e) — U
gb — t]U

waarbij ¢, = 6 als k # j en t;; = €.
Nu geldt:
fodj:(—€e) — T
¢ = f(tjlv):tj'f(v):(tb"'7tj—17tjei¢7tj+17"'7tn)

Dus fod; =¢;, dus Df(v) is surjectief en V' is een variéteit. O

We definiéren de volgende equivalentie relatie op U: voor u,v € U is u
equivalent met v als er een ¢ € T' bestaat met ut = v. De verzameling U
uitgedeeld naar deze equivalentierelatie noemen we het quotiént U/T. Met
de quotiénttopologie is dit een topologische ruimte.

Lemma 3.7. Het quotiént U/T is een variéteit

Bewijs: Zij ¢ de volgende afbeelding.

o: VT — U
(v,t) — wv-t

Zowel V als T zijn variéteiten, dus V x T is een variéteit, evenals U. De
afbeelding ¢ is een diffeomorfisme; ¢! wordt gegeven op de volgende manier:
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De afbeelding ¢! stuurt w € U naar (v,t), met t = diag(+—=%, ..., —=) en

[u1,1]” > un,n]

lerl A1 de coordinaatsgewijze afbeeldingen zijn

Uk, k
differentieerbaar, dus ¢~ is differenticerbaar en ¢ is een diffeomorfisme.

v de matrix met v;, = ujy

Bekijk nu het volgende diagram:

V — VxT=2U

v o~ (v,1)

We kunnen (V' x T')/T opvatten als V| welke een variéteit is, dus (V x T')/T
is een variéteit. Aangezien U diffeomorf is met V' x T, kunnen we aan de
hand van de variéteit (V' x T')/T een atlas construeren voor U/T', dus U/T
1s een variéteit. O

We kunnen nu de volgende propositie bewijzen:

Proposition 3.8. Het quotiént G/T is op natuurlijke wijze een variéteit.

Bewijs: De quotiénttopologie maakt G /T een topologische ruimte. De linksver-
menigvuldiging met een element g € G, L, : G — @, is een diffeomorfisme,
omdat GG een Liegroep is. Dus gU is diffeomorf met U en we kunnen nu
voor gU/T op een natuurlijke manier een atlas construeren uit de atlas van
de variéteit U/T en gU/T is dus ook een variéteit. We hebben dus rond
ieder punt g € G/T een open omgeving, die een variéteit is. We construeren
nu een differentieerbare atlas voor G/T', aan de hand van deze open var-
iéteiten. De atlas B, van gU /T is te constueren uit de atlas A van V', namelijk
By, ={(Lyo¢(Vi),hio¢p o L,1) | (Vi h;) € A}. We definiéren nu als atlas
C van G/T, een topologische ruimte met de quotiénttopologie; C' := U, B,.
De openverzameling van C' overdekken G/T zeker. Het rest nu nog te laten
zien dat de kaarten compatibel zijn;

Zij (Lg, 0 ¢(Vi), hi o ¢~ o Lg;1)7 (Lg, 0 9(Vj), hjo ¢~'o ngl) € C, dan geldt
voor de volgende functie beperkt tot Ly, o ¢(V;) N L,, o ¢(V;);

(hijogp™lo Lg;1) o(hjogto ngl)_l = (hjo¢~to Lgl—l oLy o0¢o0 hj_l)

De samenstelling ¢~ o L g1 0 L, o ¢ is een diffeomorfisme, van opens van V/,
aangezien elke afbeelding uit de samenstelling een diffeomorfisme is. Deze
afbeelding is alleen een diffeomorfisme als hij dit is t.o0.v. alle kaarten van V.
Dus de gehele samenstelling h; o ¢~ o L g-10Lg, 090 hj_l is differentieerbaar,
en de kaarten in C' zijn compatibel, dus C' is een differenticerbare atlas en
G /T een variéteit. O
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We weten dat G/T', G, T, variéteiten zijn en kunnen nu het volgende diagram
bekijken:

GxT-" ¢

o 7
G/T xT

Hierbij definiéren we h als h(g,t) = gtg~'. De afbeelding ¢ is de quotiéntaf-
beelding. De afbeelding h is surjectief, want voor alle x € G bestaat er een
orthonormale basis van eigenvectoren van x, dus v = gtg~! voor een t € T
en g € G de matrix met de eigenvectoren als kolommen. Voor alle t' € T
geldt: gt'~'t(gt'~1)~1 = gtg~'. Dus we kunnen nu een afbeelding ¢ definiéren
als volgt: c(g,t) = gtg~'. We zien nu dat h = coq.

Lemma 3.9. Zij x € G met verschillende eigenwaarden zi,...,z,, dan
bestaat de vezel c¢™'(x) wit de n! elementen (go,0 'z0) met ¢ € S, en
(9,t) € G x T met gtg™" = .

Bewijs: Zij x € G en zy,...,z, zijn verschillende eigenwaarden, dan geldt
voor een zekere g € G, v = gzg~ ', met z = diag(zy, ..., 2,). De orde van de
permutatiegroep S, is n! en golozo tog™! = gzg~!, dus de n! elementen

120) zijn zeker bevat in ¢™'(x). Al de elementen zijn verschillend,

(go, 0~

aangezien de eigenwaarden verschillend zijn. Stel a € G, t € T, met ata™* =
gzg~t, dan z = glata™lg = g tat(¢g7'a)™!, dus t is gelijkvormig met z,
dus ze hebben dezelfde eigenwaarden, en z,t € T, dus t = o 'z0 v.e.z.
o € S,. Dus ata™! = ac 'zoa™! = gzg™', dus g lacT'z = zg lact,
dus g 'ac™! commuteert met z. Het linksvermenigvuldigen met z komt
neer op het vermenigvuldigen van de i-de rij met z; en het vermenigvuldigen
van rechts op het vermenigvuldigen van de j-de kolom met z;. Aangezien
21,..., 2, verschillend zijn, commuteert een matrix alleen met z als deze
alleen niet nul elementen op de diagonaal heeft. Dus g lac™! =1 € T
en a = lgo = go (modT). Dus ieder element in ¢~ '(x) is van de vorm

(go,07120) en de vezel bestaat dus uit n! elementen. O

De verzameling van matrices in G die twee of meer dezelfde eigenwaarden
hebben heeft maat 0 in G, dus dragen niet bij aan de integraal. De andere
elementen van G, hebben n! originelen in G/T x T, dus we zien nu dat er
geldt:

1 k k
/fMGZ—, () e
G n. Jg/rxT
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Hierbij is per definitie ¢*f = f oc en
(C*MG)(g,z)(Ula <o 7Un2) = (MG)C(@Z)(Dc(ga Z)Ula v 7Dc(ga Z)Unz)-

De Liegroep G werkt op G/T x T op de volgende manier; ge(x,t) — (g-x,t).
Nu zijn ¢* f en ¢* g invariant onder G, want c(gx, t) = grtz g~ = g-c(x,t)-
glenVgeG: f(qzqg ') = f(z) en pg is bi-invariant.

We zagen dat G/T een variéteit is. De raakruimte van G/7" in het punt e
is op te vatten als het quotiént van de raakruimtes van GG en T in e, dus de
raakruimte in het eenheidselement is de loodrechte op Tr(e) in T (e), dus
Tar(€) ={a € My(C)| a* +a=0ena;; =0 Vj}.

Omdat de metriek op M, (C) bi-invariant is onder G, geeft dit ons ook een me-
triek op G/T en we kunnen deze metriek weer toekennen aan elke raakruimte
van G/T. Dit maak van G/T ook een Riemannse variéteit en geeft ons nu
een pg 7 als hiervoor.

We komen nu tot het bewijs van de integratie formule van Weyl. Hiervoor
bekijken we het volgende diagram:

PTG/T
G/T x T2 q/T

l Pro

T

Er geldt; ¢*f(g,t) = f(gtg™') = f(t) = (Prifr)(g,t), met fr = f|r. De vol-
umevorm ¢*fig, leeft op de variéteit G/T'xT. Het product (Pre, o) (Pripir)
is een volumevorm op G/T'x T, die de eigenschap heeft dat iedere volumevorm
op G/T x T van de vorm ¢(Pr¢, ppcr)(Pripr), met ¢ een unieke continue
reéle functie op G/T x T. We gaan nu op zoek naar de functie ¢ z.d.d.
e = Y(Prg ppcr)(Pripr). Deze functie is G invariant want (c*ug) is
dat ook, dus de functie is van de vorm Pr7.¢, met ¢ : T — R. We bereke-
nen nu ¢. We kunnen ¢ nu dus berekenen door voor een willekeurige z € T'
een orthonormale basis vy,...,v,2 van de raakruimte in (e, z) te nemen en
(c*1a)@,z)(v1, . . ., vy2) Uit te rekenen. De raakruimte in (€,2) van G/T x T
kunnen we zien als de directe som T r(€) ® Tr(2), waarbij T r(€) = {a €
M,(C)| a*+a=0en a;; =0Vj}. We kiezen nu een orthonormale basis,

U1, ..., Up2 die bestaat uit de volgende elementen; kies voor alle j € {1,...,n}
en k < j: vy = (\%a,O) waarbij a € M,(C) met (aj, = 1 en a5, = —1

en 0 op alle andere coordinaten), en v;; = (\%a, 0) waarbij a € M,(C) met
(ajx =1 en ay; = i en 0 op alle andere coordinaten), en voor j = k kies
v;; = (0,1t;) waarbij (t; € T"met ¢, ; = z; en verder 0). Dan is het makkelijk
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na te gaan dat de vereniging van al deze elementen lineair onathankelijk is en
orthonormaal. Nummer nu zo dat {vi, ..., vip2_y} = {viklj € {1,...,n}
en k < jten {vige_pyils o Vm2ny) = {vjl7 € {1,...,n} en k < j} en
{vme—niny, vz} = {4 € {1,...,n}}.

We moeten nu voor elk van deze matrices v; het beeld D.(e, z)(v;) onder
D, uitrekenen. Er geldt ¢(1 + ea,z + €b) = (1 + ea)(z + €b)(1 + ea*) =
z+elaz +za* +b) +€.... Dus D.(a,b) = az+ za* +b=az — za+b. Nu
berekenen we dat w;y = D.(v;x) = \%a, waarbij a € M,(C) met (a;; =
ajr = (2 — z;) en 0 op alle andere coordinaten), w’, = D.(v},) = \%a,
waarbij a € M,(C) met (a;r = i(z — 2;) en ag; = i(z; — 2x) en 0 op alle
andere coordinaten), en w; ; := D.(v; ;) = it;. Het is nu ook weer makkelijk
in te zien dat deze matrices samen een orthogonale basis vormen. Er geldt;
(wj g, wr) = (Re(zj—zr))*+(Im(zj—z))* = |zj—2k|* en net zo (W) gy W) =
|zj — z|* en (w; ;,w;;) = 1. Dus de verzameling bestaande uit de matrices

w; w’; . .
|z+§,c|’ ‘Z+’Z“k| en w;; is een orthonormale basis, dus (¢*11q) @) (V1, . .., Vp2) =
J J

(PJG)Z(DC(Ul)a s >DC(Un2)) = Hk<j |Zj - Zk|2 1= Hj;ék ‘zj - Zk|
Dus ¢(2) = [L;4 |2 — 2kl want ((Prg puer)(Pripr)) (v, ..., vn2) = 1.

We komen nu dus tot het volgende resultaat:

JaTue = 5 Jomer € f e = 51 Joypwr ProoPrifr(Pr puc r)(Priwr) =
< fG/T byt - o frope =d- [ fréopr

Hiermee is de stelling bewezen. ([l



Chapter 4

De verdeling van de
eigenwaarden

We kunnen de verdeling van de eigenwaarden van elementen in GG verkrijgen
door te kijken naar de continue klassenfuncties f : G — C. De waarde van
deze functies in een punt g € G is hetzelfde als de waarde in de matrix van
zijn eigenwaarden. Wanneer we deze functie integreren over G, kunnen we
de functie dus ook alleen integreren over T', waarbij de kansmaat waarover
we integreren de standaard kansmaat u/. is vermenigvuldigd met de verdel-
ingsfunctie van de eigenwaarden. De integraal formule van Weyl zegt ons dat
voor alle continue klassenfuncties geldt;

/Gf#GZd/TﬂT'Cb'HT,

We werken met kansmaten, dus we moeten uG en pr in de formule normalis-
eren, we krijgen dan pug, = THM_G en pp := dit geeft ons dan;

met d een constante

(271' n?

/Gfua:d’/Tf\T-ab-u’T

We zien nu dat de distributie functie g(z) van de eigenwaarden gegeven wordt
door, d'¢(z). We bepalen nu de constante d’ door f =1 te nemen. Dan geldt
fo,uG =1 en we hebben d’' = T ¢>

T T
De functie ¢(2) wordt gegeven door ¢(2) =[], |25 — 2| = [, 125 — 2l =

Hj<k(Z] zi) (25 — 21) = Hj<k(zj - Zk)('zj_l - Zk_l)v dus

¢ € Clz1,... 20,27, ...,2.1]. De integraal over T van de niet constante

25
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monomen is nul, dus we moeten de constante term van ¢ bepalen. Boven
zien we ¢(2) = [[;,. (2 — z1) - Hj<k(zj_1 —z 1), dus ¢ = ¢ - ¢/, met ¢ =
[1,1(2j—2). Dus ¢ is de som van verschillende monomen en ¢/~' de som de
inverses van deze monomen, dus de enige constanten in het product komen
van het product van een monoom met zijn inverse, dus de constante term in
¢ is de som van de kwadraten van de coéfficienten in ¢'.

De functie ¢’ is de determinant van de van der Monde matrix:

1 . 1

21 Zn

n—1 n—1
<1 Zn

Dus ¢' := 3,5 (o) [T}—, 2 (_]1) en we zien dat ¢ bestaat uit n! verschillende
monomen met coéfficienten £1. Dus d' = 7 1// = % en we krijgen als
T FT :

verdelings functie g(z) voor de eigenwaarden;

1
9(2) = — [Tz — =

LAk
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