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Inleiding

Welkom! Voor je ligt een boekje met échte wiskunde...

De bedoeling van dit boekje is dat je kennismaakt met zuivere wiskunde zoals
die op de universiteit wordt bedreven. Bij zuivere wiskunde gaat het in de eerste
plaats om de wiskunde zélf. Vaak is deze wiskunde een stuk formeler, abstracter
en theoretischer dan je van school gewend bent.

Aan het eind van het boekje zul je in staat zijn om de formule van Euler met het
bewijs te kunnen begrijpen. Op de weg naar deze stelling kom je verschillende
zaken tegen die binnen de wiskunde belangrijk zijn: formele definities, nieuwe
symbolen en notaties en daarnaast creatieve en strategische ideeén. Door dit
boekje te bestuderen kun je ervaren hoe een wiskundige daar mee omgaat. En
hopelijk ook welk plezier hij aan wiskunde beleeft!

Voor dit boekje hoef je geen wiskundig genie te zijn: de creatieve ideeén hoef
je namelijk niet zelf te verzinnen. Wel is het nodig dat je de wiskunde (B) van
het VWO goed beheerst.

Ook zul je waarschijnlijk even moeten wennen aan de offici€le wiskundige taal
van dit boekje. Om je te helpen zijn een aantal zaken toegevoegd. Achterin
vind je een uitleg over de gebruikte notaties die nieuw zijn in dit boekje. De
blokken aan het begin van een hoofdstuk of paragraaf vertellen je wat de be-
doeling is van dat gedeelte. Andere blokken (die tussen de tekst in staan) geven
je wat extra uitleg of wiskundige achtergrondinformatie die minder relevant is
voor de grote lijn van het verhaal. Verder staan er in de tekst veel voorbeelden,
waarmee je voor jezelf kunt nagaan of je begrijpt wat er staat.

Veel succes en plezier gewenst bij het bestuderen van dit boekje!



Hoofdstuk 1

Partities

In dit hoofdstuk maak je kennis met ‘partities’ van positieve gehele
getallen. Kort gezegd zijn dit manieren om getallen als som te schrij-
ven van (andere) gehele getallen. De partitieformule van Euler geeft een
manier om het aantal mogelijke partities van een getal te berekenen. Om
deze formule te kunnen bewijzen, zullen we in dit hoofdstuk een begin
maken met het tellen van partities. Eén van de manieren waarop dit kan
is door te kijken naar het aantal oplossingen van een vergelijking.

1.1 Wat is een partitie?

Definitie 1.1. FEen partitie van een getal n € Z~q is een rijtje getallen
(z1,22,...,2k) met

® T1,T2,..., Tk € Lxo
e X +tXot+ - +Tp=n
® Ly >Xp > 2> I

De getallen x1,x2,...,x; heten de termen van de partitie en k heet de lengte
van de partitie.

Voorbeeld 1.1. Van het getal 11 zijn (5,4,2) en (9,1, 1) partities van lengte 3
en (4,3,2,2) een partitie van lengte 4.

Voorbeeld 1.2. Het getal 5 heeft 7 verschillende partities, namelijk: (5), (4,1),
(3,2), (3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1) en (1,1,1,1,1)

Opmerking. De termen van een partitie van n kunnen nooit groter zijn dan n.
Dus er geldt zelfs: xy1,2a,...,2, € {1,2,...,n}.



Een partitie van een getal is eigenlijk een manier om dat getal als een som
van positieve gehele getallen te schrijven. De volgorde van de getallen
maakt hierbij niet uit.

Voorbeeld 1.3. Met de getallen 2, 2 en 1 kun je op drie verschillende
manieren een som van 5 maken:

2+241 =
2+14+2 =
1+2+2 =
In een partitie moeten de getallen in aflopende volgorde genoteerd worden.

Daarom hoort bij alle drie de sommen dezelfde partitie van 5, namelijk
(2,2,1).

Voor het tellen van partities zullen we de ‘partitiefunctie’ gebruiken:

Definitie 1.2. Voor n € Z~( definiéren we de partitiefunctie p als:

p(n) := het aantal partities van n.

Opmerking. Het aantal partities van een getal n is gelijk aan het aantal oplossin-
gen van de vergelijking

T1+To+--+xp=n

met x1,%o,...,T € Z~g €0 T > Ty > -0 > T,

Bij kleine getallen is het nog mogelijk de waarde van de partitiefunctie te vinden
door systematisch alle partities op te schrijven, zoals in voorbeeld 1.2 voor n = 5
is gedaan. Op deze manier kun je de volgende waarden van p(n) vinden:

Voor grotere waarden van n wordt het erg veel werk om alle partities uit te
schrijven en hebben we dus slimmere manieren nodig om de waarde van p(n) te
bepalen.



Wiskundigen hebben al eeuwenlang onderzoek gedaan naar de parti-
tiefunctie p(n). Daaruit is gebleken dat er in de rij p(1),p(2),p(3),...
geen eenvoudige regelmaat te vinden is. De partitieformule van Euler
geeft echter wel een manier waarop je deze waarden na elkaar kunt bereke-
nen. Pas in de twintigste eeuw is het een wiskundige gelukt er een directe
formule voor te vinden!

De Indiase wiskundige Ramanujan maakte belangrijke benaderingen van
de partitiefunctie, waarna een andere wiskundige - Rademacher- er de
formule voor vond:

i) = =S A(vEE (sinh(;;m)) |
k=1

dn Jn—1/24
met ‘
Ak(n) _ Z eﬂ'z(s(h,k)—2nh/k)
o<h<kgecd(h,k)=1
en

k—1
r ([ hr hr 1
h, k)= === ==
=35 (7 [7]-2)
In de formule komen nogal wat zaken voor waar je meer wiskundige kennis

voor nodig hebt... De partitieformule van Euler ziet er een gelukkig een
stuk eenvoudiger uit en zullen we in hoofdstuk 7 zelf kunnen bewijzen.

1.2 Oplossingen van een vergelijking

Uit paragraaf 1.1 weten we dat het aantal partities van een n gelijk is aan
het aantal oplossingen van de vergelijking

T+ T2+ -+ =1 (1.1)

met x1,%o,...,2, € Zsg €n xy > X9 > --- > xp. Van deze vergelijking
met bijbehorende voorwaarden is het niet eenvoudig het aantal oplossin-
gen te vinden. We zullen daarom op zoek gaan naar een vergelijking waar
we wél het aantal oplossingen van kunnen bepalen en die hetzelfde aantal
oplossingen heeft als vergelijking 1.1.

Definitie 1.3. De normaalvorm van een partitie (x1,Z2,...,2Zx) van n € Zsg
is een rijtje getallen [y1, Y2, ..., yn] waarin:

y1 = het aantal keren ‘1’ in (x1,x9,...,%k)

ya = het aantal keren ‘27 in (x1,%2,...,Tk)

Yn = het aantal keren ‘n’in (x1,xo,...,T))



Voorbeeld 1.4. Bij de partitie (5,4,2) van 11 hoort de normaalvorm

[0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0].

Twee verschillende partities van een getal n hebben ook twee verschillende nor-

maalvormen. Bij een normaalvorm [y1, 2, . . ., Yn] hoort namelijk alleen de par-
titie
(ny.o..ony...,2,...,2,1...,1)
N—— N——
Yn keer y2 keer  y; keer

Voorbeeld 1.5. De 7 verschillende partities van 5 hebben 7 verschillende nor-
maalvormen:

Partitie Normaalvorm
(5) [0,0,0,0,1]
(4,1) [1,0,0,1,0]
(3,2) [0,1,1,0,0]
(3,1,1) [2,0,1,0,0]
(2,2,1) [1,2,0,0,0]
(2,1,1,1) [3,1,0,0,0]
(1,1,1,1,1) | [5,0,0,0,0]

Opmerking. Als [y1,Yya,...,Ys] €en normaalvorm is van een partitie van n, dan

geldt:
y1-14+y2-24+...+yp,-n=n

met y1 - 1,y2-2,...,y, -n€{0,1,...,n}.

Definitie 1.4. Bij een partitie van n met normaalvorm [y1,yz, - - ., Yn] definiéren
we de partitiegetallen 21, 23, ..., 2, door:
21 = Y- 1
29 = Y2 2
Zn = Yp-M
Opmerking. Voor de partitiegetallen z1, z2, ..., z, van een partitie geldt:
21,22, -,2n €{0,1,...,n}.

Verder is elke z;, een k-voud.

We kunnen nu een ‘partitievergelijking’ voor n definiéren waarvan het aantal
oplossingen overeenkomt met het aantal partities van n.



Definitie 1.5. De partitievergelijking van n € Z~q is de vergelijking

1 +2To+...+Tp =N

met
T € {O,l,...,n}
xzo € {de Z-vouden in {0,1,...,n}}
xz € {de S-vouden in {0,1,...,n}}
x, € {den-vouden in {0,1,...,n}} ={0,n}
We zullen de bovenstaande verzamelingen aangeven met Vi, Vo, ..., V,.

Voorbeeld 1.6. Voor n =5 is de partitievergelijking gelijk aan:

1‘1—|—1‘2+l‘3+9§4+5€5:5

met
21 € {0,1,2,3,4,5}
To € {0, 2, 4}
xr3 € {O7 3}
xqg € {0,4}
Trs € {0, 5}

Opmerking. De partitiegetallen van een partitie zijn een oplossing van de partitie-
vergelijking.

Voorbeeld 1.7. De partitie (2,2,1) van 5 heeft normaalvorm [1,2,0,0,0] en de
partitiegetallen zijn:

z7 = 1-1=1
Zo = 2:2=4
zz = 0:3=0
zg = 0:-4=0
zs = 0-5=0

Bij de partitie (2,2,1) van 5 hoort dus de oplossing 1 +44+0+4+0+0 =5 van de
partitievergelijking van 5.

Twee verschillende partities van n hebben twee verschillende rijen partitiege-
tallen. De partitiegetallen van een partitie vertellen hoeveel termen van een
bepaalde waarde in de partitie zitten, namelijk 5 termen 1, 3 termen 2, ...,
Zo termen 7.

Voorbeeld 1.8. De 7 partities van 5 geven 7 verschillende oplossingen van de
partitievergelijking.
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Partitie Normaalvorm | Oplossing van de partitievergelijking

(5) 0,0,0,0,1 0+0+0+0+5=5
(4,1) 1,0,0,1,0 1404+0+4+0=5
(3,2) 0,1,1,0,0 04+2+3+0+0=5

]
[ ]
[ ]
(3,1,1) [2,0,1,0,0] 24+0+3+0+0=5
[ ]
[ ]
[ ]

(2,2,1) 1,2,0,0,0 1+4404+0+0=5
(2,1,1,1) 3,1,0,0,0 342+0+0+0=5
(1,1,1,1,1) | [5,0,0,0,0 540+0+0+0=5

Uit de tabel blijkt dat de partitievergelijking voor n = 5 minstens even veel
oplossingen heeft als er partities zijn (namelijk 7). Het is niet meteen duidelijk
of dit alle oplossingen van de partitievergelijking zijn.

Opmerking. Bij elke oplossing x1,xs, ..., %, van de partitievergelijking hoort
een partitie, namelijk:

Zn keer 22 keer 1 keer

Gevolg 1.1. Er geldt:
1. Bij elke partitie hoort een oplossing van de partitievergelijking,

2. Twee verschillende partities geven twee verschillende oplossingen van de
partitievergelijking,

3. Elke oplossing van de partitievergelijking hoort bij een partitie.

Conclusie. Het aantal partities p(n) van een getal n € Z~q is gelijk aan het
aantal oplossingen van de partitievergelijking van n.
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Hoofdstuk 2

Polynomen

In hoofdstuk 1 hebben we gezien dat we het aantal partities van een getal
n kunnen vinden door het aantal oplossingen van de partitievergelijking
te vinden. Om het aantal oplossingen van bepaalde vergelijkingen te
kunnen bepalen, zullen we ‘polynomen’ gaan gebruiken. In dit hoofd-
stuk wordt uitgelegd hoe je met polynomen kunt rekenen. Waarschijnlijk
komt een groot deel daarvan je bekend voor van school. Maar om het
wiskundig goed te kunnen verantwoorden, zijn wel een aantal formele
definities nodig.

2.1 Wat is een polynoom?
Definitie 2.1. Een polynoom is een uitdrukking van de vorm:
P(x) = apa™ + 12"V 4+ 4 a1z + ag
met
e n € Zxg
® a4y, Ay _1,...01,00 € 7L
e a, #0, tenzij P(x) =0

De getallen an,an_1,...a1,a9 worden de coéfficiénten van het polynoom P ge-
noemd en a,, de kopcoéfficiént.

Opmerking. Elk polynoom wordt bepaald door de waarden van de coéfficiénten.

Voorbeeld 2.1.

P(z) = 152" 4+ 3z — 7 is een polynoom met coéfficiénten 15,3,7 € Z

!
—
IS
N—
I

1 1
gx + 3 is geen polynoom, want 3 ¢7
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Definitie 2.2. Voor elke coéfficiént a; met a; # 0 heet a;x* een term van het
polynoom P. We noteren dit als a;2* = P. Hierin wordt i de graad van de term
a;x’ genoemd.

Als a; = 0 noemen we a;z' een nulterm. We noteren dan a;x* = 0 en de graad
s niet gedefinieerd.

Opmerking. Nultermen worden meestal weggelaten in de notatie van poly-
nomen.

Definitie 2.3. De term anx™ heet de kopterm wvan een polynoom. De graad
van een polynoom P # 0 is gelijk aan de graad van de kopterm.

Voorbeeld 2.2. Voorbeelden van polynomen zijn:
Pi(zx) = 32°4+4zx+9
Py(z) = 22%+ —bx
Het polynoom P; heeft graad 3 en bestaat uit de termen 323, 4z en 9.

Het polynoom P, heeft graad 2 en bestaat uit de termen 222 en —5z.

Opmerking. De termen van een polynoom worden gescheiden door een +-teken.
Dat teken heeft hier nog geen betekenis, omdat nog niet gedefinieerd is hoe we
afzonderlijke termen van een polynoom bij elkaar op zouden kunnen tellen. Er
zou net zo goed een ander symbool kunnen staan zoals /, % of &. In de volgende
paragraaf zullen we bekijken hoe we de termen van een polynoom bij elkaar op
kunnen tellen.

Een polynoom lijkt heel erg op een functie van x, maar wordt op een
andere manier gebruikt: bij functies zijn we bijvoorbeeld geinteresseerd
in de uitkomst bij een bepaalde waarde van z, de grafiek, het bereik van
de functie of de afgeleide.

Polynomen gebruiken we alleen ‘formeel’: de variabele x gebruiken we
niet om getalswaarden voor in te vullen en we letten niet op het domein,
het bereik, de uitkomsten of de afgeleide.

Bij polynomen zullen we vooral kijken naar de waarden van de
coéfficiénten, omdat die het polynoom vastleggen.

2.2 Monomen

De termen van een polynoom hebben allemaal dezelfde vorm. Deze vorm
zullen we een ‘monoom’ noemen. In deze paragraaf zullen we bekijken
hoe we monomen kunnen optellen en vermenigvuldigen. Hiermee kunnen
we dan de vermenigvuldiging van polynomen definiéren.

Definitie 2.4. Fen monoom is een uitdrukking van de vorm:
az' met a €Z en i € L.

Als a # 0 noemen we i de graad van het monoom.
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Opmerking. De termen van een polynoom zijn monomen. Andersom is elk
monoom ook een polynoom: als a = 0 is ax® gelijk aan het nulpolynoom en als
a # 0 is ax’ een polynoom van graad 1.

Definitie 2.5. De som van twee monomen ax’ en bx? definiéren we als:
ar' +bxd  alsi>j
(az’) + (ba?) := (a+b)x’ alsi=j
bl +ax’ alsi<j

Opmerking. De som van twee monomen is een polynoom.

Het optellen van meerdere monomen doen we door de regel voor het
optellen van twee monomen herhaald toe te passen. De volgorde waarin
we dat doen maakt niet uit. Voor monomen ax?, bz’ en cx® geldt bijvoor-
beeld:

(az’ + ba?) + ca® = az® + (b’ + ca®)

Opmerking. Fen polynoom is de som van zijn termen.

Gevolg 2.1. Een som van eindig veel monomen is een polynoom.

Definitie 2.6. Als ax’ en bz’ twee monomen zijn, dan is het product:
(az®) - (ba?) := abx'7

Opmerking. Het product van twee monomen is een monoom. De graad van het
product is gelijk aan de som van de graden van de twee monomen.

Het optellen en vermenigvuldigen van monomen gaat precies op de manier
die je op school leert.

Voorbeeld 2.3.

32° +42® + 224+ 22° + 14 2% = b5+ 525+ 20 +1
325 - 4x® 20245 1-2% = 482
200 4+0 = 225
2050 = 0

2.3 Het product van twee polynomen

Definitie 2.7. Het product van twee polynomen P en Q is gedefinieerd als:

P-QE)= Y t-ty

t1FPta-Q

14



Opmerking. De termen van een polynoom zijn monomen. Het product van twee
polynomen is dus een (eindige) som van monomen en daarom een polynoom.

Als we het product van twee polynomen berekenen volgens definitie 2.7
voeren we eigenlijk twee stappen uit:

1. Bereken alle mogelijke producten van een term uit het eerste poly-
noom met een term uit het tweede polynoom,

2. Tel al deze producten bij elkaar op.

In voorbeeld 2.4 kun je zien dat dit niets anders is dan ‘haakjes uitwerken’!

Voorbeeld 2.4. We berekenen het product P; - P, met

Pi(z) = 32°+62%+4x+9
Py(x) = 22 +52+38

Om systematisch alle mogelijke producten t; - to te vinden, kunnen we gebruik
maken van een vermenigvuldigschema:

r.| 222 5z 8
33 | 625 152t 2423
622 | 12z* 302 4822
4r | 8z3 20x% 32z
9 | 1822 45x 72

Als we de termen rangschikken naar graad, zien we:

625 15z* 2423
122* 3023 4822
8x3 2022 32x
1822 45z 72 +
625 27z% 6223 8622 T7x T2

Dus

(P, - Py)(x) (32 4 62% 4+ 42 +9) - (22 + 5z + 8)

62° + 272 + 6223 + 8622 + TTx + T2

2.4 Het product van meerdere polynomen

We zullen nu het product bekijken van meerdere polynomen. Ook hier is de
methode eigenlijk hetzelfde als ‘haakjes uitwerken’.

15



Definitie 2.8. Het product van polynomen Py, Pa, ..., Ps met s € Z>q is
gedefinieerd als:

(Plpgpé)(l‘): Z tltgté
t1-Py,toFPa,...,tsHPg

In definitie 2.8 mag s ook de waarde 1 of 2 hebben. Voor die waarden van
s doet de definitie een uitspraak over dingen die we al eerder gedefinieerd
hebben. We moeten daarom checken of dit met elkaar in overeenstemming
is.

Voor s = 1 wordt de definitie:

Pl(l‘) = Z t1

t1H-Py

Dit is precies wat gevolg 2.1 zegt: een polynoom is de som van zijn termen.
Voor s = 2 wordt de definitie:

(PL- P)(z) = Z 112
t1+-P1,toPs

Dit is precies definitie 2.7.
Definitie 2.8 is dus in overeenstemming met eerdere definities van (het
product van) polynomen.

Definitie 2.9. Fen termencombinatie van polynomen Py, Ps, ..., Py is een rijtje

(t1,t2,...,ts)

met tl F Pl,tg H PQ,...,tS = PS.
De waarde van de termencombinatie is gelijk aan het product t1 -to - ... - ts.

Gevolg 2.2. Het product van polynomen is gelijk aan de som van de waarden
van de termencombinaties van de polynomen.

Opmerking. De waarde van elke termencombinatie is een monoom, dus het
product van eindig veel polynomen is een polynoom.

Voorbeeld 2.5. We berekenen het product van drie polynomen:

Pi(x) = 2°+8
Py(z) = 152" +22x -5
Py(z) = 32®+4a® —Tx+1

16



Er zijn 2 - 3 - 4 = 24 verschillende termencombinaties van P;, P> en Ps:

Termencombinatie | Waarde | Graad
(2%, 1524, 323) 45713 13
(25,1524, 42%) 60212 12
(28,152%, —7x) | =105z | 11

(25,1524, 1) 15210 10
(28, 2z, 323) 6210 10
(2%, 22, 42?) 89 9
(28,22, —Tx) —1428
(8,-5,1) —40 0

Het product van Py, P> en P3 kun je uitrekenen door alle waarden uit de kolom
bij elkaar op te tellen.

Het is redelijk wat werk om het product van P;, P> en P5 uit voorbeeld
2.5 helemaal uit te rekenen: van de 24 verschillende termencombinaties
moet je de waarde bepalen en die bij elkaar optellen. Zo’n berekening zou
je natuurlijk ook met een computer uit kunnen voeren. Je komt dan uit

op:

(Py-Py-P3)(z) = 452" +602'% — 1052 + 2121 — 72 — 3428
+3972" 4 47525 — 8402° + 168z* — 562° — 27222
+2962 — 40

Het is niet altijd nodig om een heel product uit te rekenen. Soms zijn we alleen
geinteresseerd in een bepaalde coéfficiént van het productpolynoom. We kunnen
deze ook apart bepalen.

Definitie 2.10. De graad van een termencombinatie is gelijk aan de graad van
de waarde van de termencombinatie.

Opmerking. Als i1,1s,...,1s de graden zijn van de termen in de termencombi-
natie, is de graad van de termencombinatie gelijk aan 41 + 92 + ... + i5.

Gevolg 2.3. Als P, P,,..., P; polynomen zijn van graad ni,ns,...,ns dan
geldt:
ni+nz+...+ng
(P-Py-...-P)(a)= Y rat
k=0

waarbij 72" gelijk is aan de som van de waarden van de termencombinaties van
graad k.

17



Voorbeeld 2.6. Met behulp van gevolg 2.3 kunnen we de coéfficiént van x

7

bepalen in het product P; - P, - Ps uit voorbeeld 2.5. We bekijken daarvoor de

termencombinaties van graad 7.

Termencombinatie | Waarde | Graad
(25,22,1) 227 7
(2%, -5, —7x) 3527 7
(8,152, 323) 360" 7
39727

De som van de waarden van de termencombinaties is gelijk aan 39727. De
coéfficiéent van 27 in het product P; - P; - Py is dus gelijk aan 397. Dit is in
overeenstemming met het resultaat van de computerberekening bij voorbeeld

2.5.
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Hoofdstuk 3

Polynomen en partities

Uit hoofdstuk 1 weten we dat het aantal partities van een getal n gelijk
is aan het aantal oplossingen van de partitievergelijking. In dit hoofdstuk
zullen we zien hoe de oplossingen van deze vergelijking corresponderen
met de n®—graads termencombinaties van een product van n polynomen.
We zullen daarbij een speciaal soort polynomen bekijken, ¢(0,1)-
polynomen, met de eigenschap dat het aantal n®-graads termencombi-
naties terug te vinden is als een coéfficiént in het productpolynoom. Op
deze manier kunnen we dus het aantal partities van een getal n bepalen
met behulp van een coéfficiént van een bepaald polynoom.

3.1 De gradenverzameling

We hebben gezien hoe we bij het vermenigvuldigen van polynomen kun-
nen kijken naar termencombinaties van een bepaalde graad. Bij het
zoeken van de termencombinaties van een bepaalde graad, zoek je eigen-
lijk naar verschillende oplossingen van de vergelijking:

i14+io+...+1s =k,

waarbij i1, 72, ... 15 de graden zijn van de termen in de termencombinatie.
De waarden die je daarvoor kunt invullen zijn afhankelijk van de poly-
nomen in het product. We zullen deze aanduiden met de ‘gradenverza-
melingen’ van de polynomen.

Definitie 3.1. De gradenverzameling van een polynoom is de verzameling graden
van de termen van het polynoom.
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Voorbeeld 3.1. De gradenverzamelingen van de polynomen uit voorbeeld 2.5
zijn:

Polynoom ‘ Gradenverzameling
Pl(.%') =2648 A = {0,6}
Py(z) = 152* +22 -5 As ={0,1,4}

P3(z) =323 + 422 — Tz +1 | A3 ={0,1,2,3}

Opmerking. Twee verschillende polynomen kunnen dezelfde gradenverzameling
hebben: P;(z) = 323 + 42 + 9 en Py(x) = —1002> + z — 1 hebben bijvoorbeeld
beide als gradenverzameling {0, 1, 3}.

Opmerking. In een termencombinatie (t1,ts,...,ts) van Py, Py, ..., Py geldt
voor de graden i1, 1i9,...1s van de termen:

i1 € A17Z'2 S AQ,...,iS S As,
waarbij A1, Ao, ..., As de gradenverzamelingen zijn van Py, Py, ..., Ps.

Gevolg 3.1. De termencombinaties van graad k corresponderen met de oplossin-
gen van de vergelijking
i1+is+...+is=Fk

met iy € Ay,is € Ao, ... is € As.

Voorbeeld 3.2. In voorbeeld 2.5 corresponderen de termencombinaties van
graad 7 precies met de oplossingen van de vergelijking

1 +xot+a3="7
met z1 € A; = {0,6}, x2 € Ay ={0,1,4} en x5 € A3 ={0,1,2,3}.

Termencombinatie van graad 7 | Oplossing van x1 + o + 3 =7

met x1 € Ay, x9 € Ay en x3 € Ag

(2%, 22,1) 6+14+0=7
(2%, -5, —7x) 6+0+1=7
(8, 1524, 3¢%) 0+4+3=7

We kunnen nu een belangrijk conclusie trekken over het aantal oplossingen van
een vergelijking van de vorm i1 + 4o + ...+ i5s = k.

Gevolg 3.2. Bij de polynomen Py, P, ..., Ps met gradenverzamelingen
Ay, As, ... As is het aantal k®-graads termencombinaties van Py, Ps, ..., P
gelijk aan het aantal oplossingen van de vergelijking

i1+io+...+is=k
met i1 € Aq,i9 € Ag, ..., 15 € Ag.

We kunnen dit resultaat koppelen aan hoofdstuk 1, waarin we konden conclude-
ren dat het aantal partities van een getal n gelijk is aan het aantal oplossingen
van de vergelijking

r1+x2+...+2x,=n
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met
T € ‘/12{0,1,...,’/1}
xe € Va={de 2-voudenin {0,1,...,n}}
z3 € Vi ={de3-voudenin {0,1,...,n}}

x, € V,={den-voudenin {0,1,...,n}} ={0,n}.

Gevolg 3.3. Als Py, P, ..., P, polynomen zijn met gradenverzamelingen
V1, Va, ..., V,, dan is het aantal partities van n gelijk aan het aantal n®-graads
termencombinaties van polynomen Pi, Ps, ..., P,.

Voorbeeld 3.3. We definiéren vijf polynomen met de gradenverzamelingen
Vi, Vo, V3,V en Vs (zie voorbeeld 1.6).

Py (z) 172° + 32* 4+ 52° + 222 + 24+ 9
Py(x) = 3z*+322+3

Py(z) = 62°+45

Pyz) = z*+7

Ps(z) = 22°+38

Er zijn precies 7 termencombinaties van graad 5 en p(5) = 7.

Termencombinaties van graad 5
(172°,3,5,7,8)

(523, 322%,5,7,8)
(222,3,623,7,8)
(z,32%,5,7,8)
(x,3,5,2%8)

(9,322, 623,7,8)
(9,3,5,7,2x°)

3.2 (0,1)-polynomen
Definitie 3.2. Een (0,1)-polynoom is een polynoom
P(z) = ana™ + 12" '+ ...+ a1z + ag
met ap,ap_1,...a1,a9 € {0,1}.
Opmerking. De gradenverzameling van een (0, 1)-polynoom legt het polynoom
vast: bij elke eindige deelverzameling van Zxg is er precies één (0,1)-polynoom
met die verzameling als gradenverzameling.
Voorbeeld 3.4. Het (0,1)-polynoom 2% + z + 1 is het enige (0,1)-polynoom

met als gradenverzameling {0, 1, 3}
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Alle (0,1)-polynomen zijn polynomen, dus we kunnen ze ook bij elkaar
optellen en vermenigvuldigen. De som of het product van twee (0,1)-
polynoom hoeft echter geen (0,1)-polynoom te zijn.

Voorbeeld 3.5.

(@B +22)+(z+1) = 23+22+2+1 is een (0,1)-polynoom
(2% +22) + (22 + 1)
(&% +22) - (22 + 1)
(23 4+ 22) (x+1)

23+ 222 +1 is geen (0,1)-polynoom

25+ 2t + 2% + 22 is een (0,1)-polynoom

= %4223 4 22 is geen (0,1)-polynoom

Ook bij het bepalen van producten van (0,1)-polynomen kun je termencombi-
naties gebruiken. Iedere term van een (0,1)-polynoom is van de vorm 27 (= 1-27)
met 1 < j < n. Een termencombinatie van (0,1)-polynomen is dus van de vorm

i1 .02 i
(', 2%, ..., x")
met waarde zf1 T2t +is

Voorbeeld 3.6. We berekenen de termencombinaties van drie polynomen met:

P(z) = zt4z+1

Pyz) = 2*+a2P+a2+1

Py(z) = x?+1

Termencombinatie | Waarde | Graad
(23, 2%) z? 9
(%, 23,1) x’ 7
(v, 22, 2%) 8 8
(x%,22,1) 28 6
(1,1,1) 1 0

Opmerking. Alle termencombinaties van graad k hebben waarde z*. Hieruit

volgt dat de de som van de waarden van k°-graadstermencombinaties gelijk is
aan het aantal termencombinaties van graad k.

Gevolg 3.4. Het product van (0,1)-polynomen Py, Ps, ... Ps met gradenverza-
melingen A, As, ..., Ay is gelijk aan:
nitnz+...4ns

(PL-Pye. Py = Y
k=0
met
rr, = het aantal termencombinaties van Py, Ps, ..., P, van graad k

= het aantal oplossingen van de vergelijking i1 +i2 + ... +is =k

met i1 € Ay,i0 € Ao, ... i € As.
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Voorbeeld 3.7. We bepalen 73 en r3 in het product van P;, P> en P3 uit
voorbeeld 3.6. Er zijn 3 termencombinaties van graad 2:

Termencombinatie ‘ Waarde ‘ Graad

(x,z,1) x? 2
(1,2%,1) x? 2
(1,1,22) x? 2

De som van de waarden is gelijk aan 322, dus ry = 3.
Er zijn 4 termencombinaties van graad 3:

Termencombinatie | Waarde | Graad
(x,22,1) 3 3
(2,1,2%) 28 3
(1,23,1) x3 3
(1,z,2%) 23 3

De som van de waarden is nu gelijk aan 423, dus r3 = 4.
Berekening van het product P; - P, - P3 levert op:

(Py- Py P3)(z) = 2 + 2% + 227 + 32° + 325 + 42 + 423 + 327 + 20 + 1

3.3 Het aantal partities

Om het aantal partities van n te bepalen zullen we de (0,1)-polynomen
bestuderen met de gradenverzamelingen Vi, Vs, ..., V,. We zullen zien
dat we p(n) direct als coéfficiént terug kunnen vinden in het product van
deze polynomen!

Definitie 3.3. Voorn € Z~ definiéren we Py, Ps, ..., P, als de (0,1)-polynomen
met gradenverzamelingen

W = {0713"'777’}

Vo = {de 2-vouden in {0,1,...,n}}

Vs = {de S-vouden in {0,1,...,n}}

V.. = {den-vouden in {0,1,...,n}} = {0,n}.
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Voorbeeld 3.8. Voor n = 7 geldt:

Gradenverzameling Polynoom
Vi =1{0,1,2,3,4,5,6,7} | Pi(z) =27 + 2%+ ... +2+1
Vo ={0,2,4,6} Pyx) =20 +2* +22 +1
Vs = {0, 3,6} Py(x) =25+ 2341
Vi ={0,4} Py(z)=2* +1
Vs = {0,5} Ps(z)=2°+1
Ve = {0,6} Ps(z) =25 +1
Vr ={0,7} Pr(x)=a2"+1
Opmerking. De definitie van de polynomen P, Ps, ... P, hangt af van de waarde
van n. Voor n = 3 zijn de polynomen Py, Ps, ..., P3 bijvoorbeeld gelijk aan:
P(z) = 2422 +2+1
Py(z) = 241
Py(z) = x3+1
We hebben de polynomen Pi,Ps,..., P, natuurlijk niet zomaar

gedefinieerd. Met behulp van gevolg 3.4 kun je zien dat in het product
van deze polynomen de coéfficiént van x™ gelijk aan het aantal oplossingen
van de vergelijking

1 +xo+ ...+ =n

met

xr] € V1:{0,1,...,n}
x2 € Vo ={de 2-vouden in {0,1,...,n}}
z3 € Vi={de3-voudenin {0,1,...,n}}

xn, € V,={den-voudenin {0,1,...,n}} ={0,n}.

Dit is precies de partitievergelijking!

Stelling 3.5. Voor n € Z~q geldt:
p(n) = de coéfficiént van =™ in het product Py - Py -...- P,

Voorbeeld 3.9. Voor n = 7 is het product van de polynomen Py, Ps, ..., P;
gelijk aan:
(Py-Py-...-Py)(x) = 1+x+22%+32%+ 50" + 72° + 112° + 1527
+182% 4+ 2429 + .. 4 290 4 21!

7

De coéfficiént van x” is inderdaad gelijk aan p(7), namelijk 15.
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Stelling 3.2 is het resultaat van hoofdstuk 1 t/m 3. De redenering kunnen
we als volgt samenvatten:

e Het aantal partities van n is gelijk aan het aantal oplossingen van
de partitievergelijking

e Het aantal oplossingen van de partitievergelijking is gelijk aan het
aantal termencombinaties van de polynomen Py, P, ..., P, en dit
is gelijk aan de coéfficiént van ™ in het product P, - Py - ... P,.

In voorbeeld 3.10 kun je voor m = 7 nog eens nagaan hoe partities,
oplossingen van de partitievergelijking en termencombinaties met elkaar
corresponderen.

Voorbeeld 3.10. De partitievergelijking voor n = 7 is gelijk aan:

T1+xo+...+a7="7

met
xy € V1 ={0,1,2,3,4,5,6,7}
xo € Vo =14{0,2,4,6}
x3 € V3=40,3,6}
x4 € Vy=1{0,4}
x5 € Vs;=1{0,5}
z¢ € Ve={0,6}

Ty € V7:{0,7}.

In tabel 3.3 kun je zien hoe de partities van 7 corresponderen met de oplossingen
van de partitievergelijking en de 7¢-graads termencombinaties van de polynomen
P, Py, . .. Pr
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Termencombinatie Oplossing Partitie
partitievergelijking
(#7,1,1,1,1,1,1) [74+0+0+0+0+0+0=71(1,1,1,1,1,1,1)
(x%,22,1,1,1,1,1) [54+2+0+0+0+0+0=7| (2,1,1,1,1,1)
(%, 1,23,1,1,1,1) |44+04+34+0+0+0+0=7| (3,1,1,1,1)
(22, 24,1,1,1,1,1) [34+44+0+0+0+04+0=7 (2,2,1,1,1)
(x3,1,1,24,1,1,1) [34+0+0+4+0+04+0=7 (4,1,1,1)
(2%, 2%,23,1,1,1,1) | 2424+3+04+0+0+0=7 (3,2,1,1)
(22,1,1,1,2°,1,1) [240+0+0+54+04+0=7 (5,1,1)
(2,25,1,1,1,1,1) |14+04+6+0+0+0+0=7 (2,2,2,1)
(r,22,1,24,1,1,1) | 14+24+04+0+44+0+0=7 (4,2,1)
(,1,25,1,1,1,1) [14046+0+0+0+0=7 (3,3,1)
(z,1,1,1,1,2%1) [14+04+0+04+0+6+0="7 (6,1)
(1,2%,23,1,1,1,1) [04+4+3+0+0+04+0=7 (3,2,2)
(1,22,1,1,2°,1,1) [04+24+0+0+5+04+0=7 (5,2)
(1,1,23,24,1,1,1) [04+0+3+4+0+04+0=7 (4,3)
(1,1,1,1,1,1,27) |[0+0+0+04+0+0+7=7 (7)

Tabel 3.1: De partities van 7 met bijbehorende termencombinaties en oplossin-
gen van de partitievergelijking.

26



Hoofdstuk 4

Machtreeksen

In hoofdstuk 3 hebben we gezien dat we p(n) kunnen vinden als coéfficiént
in het product van de polynomen P, Ps,..., P,. De definitie van deze
polynomen hangt af van de waarde van n.

In dit hoofdstuk zullen we polynomen bekijken die oneindig lang kunnen
zijn, zogenaamde ‘machtreeksen’. We zullen een product van machtreek-
sen bekijken waarin we p(n) terug kunnen vinden als coéfficiént. De
definitie van deze machtreeksen is onafhankelijk van de waarde van n.
Vervolgens zullen we een product van oneindig veel machtreeksen bekij-
ken waarin we zelfs dlle waarden van de partitiefunctie, p(1), p(2), ..., als
coéfficiént kunnen terugvinden.

Het werk in dit hoofdstuk is redelijk formeel, terwijl je de conclusie miss-
chien direct al gelooft op grond van hoofdstuk 3. Dit hoofdstuk is vooral
van belang om de volgende hoofdstukken, waarin we verder toewerken
naar de partitieformule van Euler, goed wiskundig te kunnen onder-
bouwen.

4.1 Wat is een machtreeks?

Definitie 4.1. FEen machtreeks is een oneindig lange uitdrukking van de vorm.:
M(x) = ap + arx + aga® + ...

met ag,a1,as ... € 7.
Fen machtreeks M noteren we als:

oo
M(x) = Z anx"”.
n=0

De getallen ag, a1, as, ... worden de coéfficiénten van de machtreeks genoemd.
Voor elke coéfficiént a; met a; # 0 heet a;x* een term van de machtreeks.
Notatie: a;x* - M.

Voorbeeld 4.1. De machtreeks G(z) = > 07 (2" = 14+ z + 22 + ... wordt
de geometrische of meetkundige reeks genoemd. Alle coéfficiénten van de geo-
metrische reeks zijn gelijk aan 1.
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Opmerking. Elk polynoom P(z) = an,z™ + ...+ a1z + ag is op te vatten als een
machtreeks ZZO:O ap,x™ met apt1 = Gpyo =...=0.

Voorbeeld 4.2. Het polynoom P(x) = —x+1 is op te vatten als de machtreeks
Zf;oanx” metag=1,a1=—-lenay=a3=as=...=0

Doordat een polynoom uit slechts eindig veel termen bestaat, kunnen we
een kopterm aanwijzen en heeft een polynoom een graad. In de notatie
van polynomen is het gebruikelijk de kopterm voorop te zetten, bijvoor-
beeld:

2% 4 22° — 31x 47

Bij een machtreeks die uit oneindig veel termen bestaat, kunnen we niet
spreken van een graad en kunnen we geen kopterm aanwijzen. Om die
reden worden de termen van een machtreeks juist in oplopende volgorde
van graden genoteerd, bijvoorbeeld:

o0
Zx”:1+x+x2+x3+...

n=0

Net als polynomen gebruiken we machtreeksen alleen formeel: we vullen
geen waarden in voor de variabele x. We hoeven dus ook niet na te
denken over de vraag of we de optelling van oneindig veel termen wel
kunnen uitrekenen (‘convergentie’).

Opmerking. Een machtreeks kunnen we, net als polynomen, opvatten als een
som van monomen. Bij machtreeksen kan het gaan om oneindig veel monomen.
De monomen in een machtreeks hebben allemaal een verschillende graad.
Andersom kunnen we oneindig veel monomen met een verschillende graad optellen
tot een machtreeks. Monomen van dezelfde graad kunnen we alleen bij elkaar
optellen als het er eindig veel zijn.

Voorbeeld 4.3. De geometrische reeks G(z) = > 7 2" is de som van de
monomen 1,z,z2, 23, ...

Gevolg 4.1. Een oneindige hoeveelheid monomen kunnen we alleen bij elkaar
optellen tot een machtreeks als er van elke graad slechts eindig veel monomen
zijn. Het resultaat is een machtreeks Y 0 ana™ waarbij a;x" de som is van de
monomen van graad .

Voorbeeld 4.4. De som van 1 keer het monoom z, 2 keer het monoom 2, 3
keer het monoom z3, enzovoorts, is gelijk aan de machtreeks

oo
Zn~x":x+2x2+3x3+...

n=0

28



Machtreeksen waarvan de coéfficiénten een bijzondere rij vormen, worden
ook wel de ‘voortbrengende functie’ van die rij genoemd. De voortbren-
gende functie van p(0),p(1),p(2),... zullen we gebruiken om de parti-
tieformule van Euler af te leiden.

Definitie 4.2. Een machtreeks ", a,x™ heet de voortbrengende functie van
de rij ag, a1, a9, . ..

Voorbeeld 4.5. De voortbrengende functie van p(0), p(1),p(2), . .. is de machtreeks

> p(n)a”
n=0

We zullen deze machtreeks noteren als P(x).

4.2 Het product van machtreeksen

Definitie 4.3. Het product van machtreeksen My, Msy, ..., My definiéren we
als:
(M1M2Mg)(z): Z tl'tQ'...'tS
t1FMy toF-Ms, ..., tsHMs

Opmerking. De producten tq-ts-...-t5 vormen een verzameling monomen waarin
er slechts eindig veel van elke graad voorkomen. De som van al deze monomen
is dus te schrijven als een machtreeks.

Definitie 4.4. Een termencombinatie van machtreecksen My, Ms, ..., M is een
rigtje (t1,ta,...,ts) met t1 = My, ta b My, ... ts = M.
De waarde van een termencombinatie is gelijk aan het product t1 -to - ... - ts.

Opmerking. Het product van de machtreeksen My, Mo, ..., M, is gelijk aan de
som van de waarden van alle termencombinaties. Wanneer alle coéfficiénten van
de machtreeksen gelijk zijn aan 0 of 1, geldt net als bij (0, 1)-polynomen:

(My-Ms-... - My)(z) = Zrkxk
k=0

met r; = het aantal termencombinaties van graad k.

Voorbeeld 4.6. We berekenen het product van twee machtreeksen My - Mo
met

Mi(x) = Zx”
n=0
MQ(SL') = 14z

Om systematisch alle mogelijke producten t; - t5 te vinden, gebruiken we een
vermenigvuldigschema:
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€T r X x xT

Als we de termen rangschikken naar graad, zien we:

1 =z 2 x T

x x? x3 L +

1 2z 222 223 22*

Dus
(My - My)(x) =1+ 2z + 222 +22° + ...

Definitie 4.5. We definiéren de machtreeksen G1,Gs, ... door:

(") =14k a4

=
=

I
hE

De reeks Gy, is de geometrische reeks in x*.

Opmerking. De reeks G} heeft alleen nullen en enen als coéfficiénten. De
coéfficiént van 2™ in het product G; - Gg - ... - G, is dus gelijk aan het aan-
tal n°-graads termencombinaties van G1,Gs,...,Gy.

Voor een getal n vormen de machtreeksen G1,Go,...,G, eigenlijk een
‘uitbreiding’ van de polynomen Py, Ps, ..., P, zoals die in hoofdstuk 3 zijn
gedefinieerd: iedere machtreeks Gy bevat de termen van het polynoom
Py en daarnaast alleen termen van graad n 4 1 of hoger.

Opmerking. De n°-graads termencombinaties van G1, G, ..., G, zijn precies
de n°-graads termencombinaties van de polynomen P, Ps, ..., P, zoals die in
hoofdstuk 3 zijn gedefinieerd.

Gevolg 4.2. De coéfficiént van z™ in de machtreeks G - Gy - ... - G, is gelijk
aan p(n).
Voorbeeld 4.7. Het product van de machtreeksen Gy, Gs, ..., Gz is gelijk aan:
(G1-Gy-...-Gy)(x) = 1+ax+22%+32% 4+ 50" + 72° + 1125 + 1527
+182% + 242 + ...

7

De coéfficiént van =" is inderdaad gelijk aan p(7) = 15.

We kunnen nog iets bijzonders zien in het product: de coéfficiénten van x' tot
en met 27 zijn precies gelijk aan p(1),p(2),...,p(7)!




4.3 Groeiende machtreeksen

Voor elk geheel, positief getal n kunnen we p(n) terugvinden als coéfficiént
van " in het product van de machtreeksen G1,Gs,...,G,. Deze rij
machtreeksen heeft een mooie eigenschap, zodat we zelfs de waarden van
p(1),p(2),...,p(n — 1) als coéfliciénten van het product terug kunnen
vinden. We zullen in deze paragraaf laten zien waarom dat zo is.

Definitie 4.6. Een rij machtreeksen heet een groeiende rij als de rij aan beide
onderstaande eigenschappen voldoet:

1. Elke machtreeks bevat de term 1

2. De k° machtreeks bevat naast de term 1 alleen termen van graad k of hoger

Voorbeeld 4.8. De machtreeksen Gi,Gs,...,G, vormen een groeiende rij
machtreeksen:

Gy = l4+z+22+23+...

Go = 1+22+a2*+25+...

Go = 14+22+25+272+...

G, = l+az"+22"+2°"+. ..

Opmerking. Een termencombinatie van graad k bevat alleen termen van graad
k of lager. In een groeiende rij van n machtreeksen is elke k°-graads termen-
combinatie daarom van de vorm:

(ti,ta,. .otk 1,...,1),

waarbij t1,to,...,t, termen zijn uit de eerste k machtreeksen van de rij.
Het aantal termencombinaties van graad k is dus gelijk aan het aantal termen-
combinaties van graad k van de eerste k machtreeksen.

Stelling 4.3. In het product G1-Gsy-. . .-Gy, zijn de coéfficiénten van x*, 22, ..., 2"

geligk aan p(1),p(2),...,p(n).

Bewijs. In het product Gy -Gy - ... G, is de coéfficiént van z* gelijk aan het
aantal termencombinaties van graad k. Omdat Gi,Ga,...,G, een groeiende
rij machtreeksen is, is het aantal termencombinaties van graad k gelijk aan het
aantal termencombinaties van graad k in het product G1 - G5 - ... Gg. Dit is
volgens gevolg 4.2 gelijk aan p(k). O

De enige termencombinatie van graad 0 in G1-Ga-. . .-G, is de termencombinatie
(1,1,...,1) De coéfficiént van 2° in het product is dus gelijk aan 1. We definiéren
daarom:

Definitie 4.7. p(0)=1
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4.4 Het product van oneindig veel machtreeksen

We hebben een product van machtreeksen gevonden waarvan de eerste
n + 1 coéfficiénten gelijk zijn aan p(0),p(1),...,p(n). De vraag is nu of
we ook een product van machtreeksen kunnen vinden met als uitkomst
de machtreeks > "7 p(n)z™.

We zullen hiervoor het product van oneindig veel machtreeksen definiéren.

Definitie 4.8. Fen termencombinatie van een oneindig lange rij machtreeksen

My, Ms, ... is een oneindig lange uitdrukking
(t, ta, . ..
metty = My,to = Mo, ..., waarbij slechts eindig veel termen ongelijk aan 1 zign.

We nemen aan dat het product van oneindig veel enen gelijk is aan 1. In
een termencombinatie van de machtreeksen My, Ms, ... zijn er naast de enen
slechts eindig veel termen ongelijk aan 1. Deze termen kunnen we met elkaar
vermenigvuldigen zoals we gewend zijn. De uitkomst is een monoom van een
bepaalde graad.

Definitie 4.9. Voor een termencombinatie van een oneindig lange rij machtreek-
sen definiéren we:

De waarde van een termencombinatie is gelijk aan het product van de niet-1-
termen in de termencombinatie.

De graad van een termencombinatie is de graad van de waarde van de termen-
combinatie.

Opmerking. De waarde van een termencombinatie is een product van eindig veel
termen. Wanneer deze termen in volgorde veranderen, blijft het product van
de termen gelijk. Als de volgorde van de rij machtreeksen verandert, blijven de
waarden van de termencombinaties dus hetzelfde.

Definitie 4.10. Als een oneindig lange 11 machtreeksen My, Mo, ... van elke
graad k slechts eindig veel termencombinaties heeft, dan is het product gedefinieerd

als:
o0 o0
[ v =Y o
k=1 n=0
met

anx™ = som van de waarden van de termencombinaties van graad n

Opmerking. Wanneer een oneindig lange rij machtreeksen een product heeft
zoals hierboven gedefinieerd, dan mag de volgorde van de machtreeksen veran-
derd worden: het product verandert hierdoor niet.

Opmerking. In een groeiende rij machtreeksen komt elke term x* # 1 slechts
eindig vaak voor. Daarom zijn er van elke graad ook slechts eindig veel termen-
combinaties mogelijk en is het product van de machtreeksen goed gedefinieerd.
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Voorbeeld 4.9. De rij G1,Ga,... is een groeiende rij machtreeksen. Het
oneindige product [],-; Gy is daarom goed gedefinieerd. De coéfficiénten in dit
product worden bepaald door het aantal termencombinaties van iedere graad.
Het aantal termencombinaties van graad k is gelijk aan het aantal termencom-
binaties van graad k van de eerste k machtreeksen. De coéfficiénten van het
product zijn dus gelijk aan p(0), p(1),....

Conclusie. De voortbrengende functie van p(0),p(1),p(2),... is gelijk aan:

Pa) = 3 pn)a
n=0

= H G
k=1

= JIa+aF+a*+..)
k=1

= (I+z+22+..) - Q+22+2* +..) - A+28+2%+..) ...
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Hoofdstuk 5

De inverse machtreeks

In hoofdstuk 4 hebben we gezien dat we machtreeksen met elkaar kunnen
vermenigvuldigen tot een nieuwe machtreeks. Er zijn bijzondere gevallen
waarin twee machtreeksen die beide ongelijk aan 1 zijn, als product 1
hebben.

We zullen zien dat je bij bepaalde machtreeksen een machtreeks kunt vin-
den waarmee het product 1 oplevert. Deze machtreeks heet de ‘inverse
machtreeks’ van de oorspronkelijke machtreeks.

Voor de voortbrengende functie van p(n) bestaat er ook een inverse.
Euler gebruikte deze inverse in de partitieformule om de waarden van
p(0),p(1),p(2), ... te berekenen.

5.1 Wat is een inverse machtreeks?

Definitie 5.1. Twee machtreeksen My en Ms heten elkaars inverse als geldt:
(M - M) () = (M - My)(x) = 1

De machtreeks My wordt een inverse machtreeks van My genoemd en andersom.

Voorbeeld 5.1. We berekenen het product van 1 —2x met de geometrische reeks
l+z+x2+...

‘ 1 T z? x3
1 1 T 22 a3
—z | —z -z —2® -zt

Vanaf k = 1 wordt elke term z* in de bovenste rij gecompenseerd door een term
—z® uit de onderste rij. Juist omdat dit eindeloos doorgaat wordt elke term
gecompenseerd en krijgen we:

1 + = + 22 + 28 4+ 2 +

-z - 22 - ¥ - 2 - ..+
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Het product van 1 — x met de geometrische reeks is dus gelijk aan 1. De
geometrische reeks en 1 — x zijn dus elkaars inverse.

Een product van twee polynomen is zelden gelijk aan 1. Een product van
twee polynomen P en @) waar 1 uitkomt kun je schrijven als:

(P-Q)(x) = (apz"+...+a1x+ao)(bpa™ + ...+ bix+by)
= anbmw”+m + ...+ aobo
= 1

De polynomen P en @ zijn ongelijk aan 0, dus a,, b,, # 0. Hieruit volgt
dat n + m gelijk moet zijn aan 0 en a, = b,, aan 1. De polynomen P
en @ zijn dus 6f beide 1 6f beide -1.

Voor machtreeksen kunnen we zoiets niet stellen, omdat we geen kopterm
kunnen aanwijzen.

5.2 Het berekenen van een inverse

We willen weten onder welke voorwaarden een machtreeks een inverse
heeft en hoe we deze inverse kunnen bepalen. We zullen hiervoor nader
onderzoeken wat de coéfficiénten zijn in het product van twee machtreek-
sen.

Een product van twee machtreeksen My = Y 07 jan,az™ en My = > by

heeft als vermenigvuldigingstabel:

m

bo bll' bz.’EQ

ao aobo aoblx a0b2$2
arxz | arbor  arbiz®  aibex®

asx? | asbox? asbix®  asbyx?

We kunnen de coéfficiénten r,, van de product-machtreeks uitrekenen met behulp
van een ‘coéfficiéntenschema’:

agbg | agb1 | agbe | agbs | apbs
aibg | a1by | aibs | aibs

asbg | azby | azbz

asbg | asb
asby | ... +
To 1 T2 T3 T4
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Gevolg 5.1. Voor het product M; - My geldt de formule:

(M - M) (z) = Zrnx”
n=0

met
n
T'n = E akbnfk
k=0

Wanneer het product van de twee machtreeksen gelijk is aan 1, dan geldt:

ro=lenri=ro=r3g=---=0
en
ro = aobo
rn = aob1 + albo
ro = agbs + aiby + azbo
Opmerking. De waarden van ag, a1, as, . . . leggen de waarden van bg, b, . . . vast.

We kunnen ze stap voor stap berekenen:

1
bp = — (wantrp=1)
Qo
—arb
by = 1% (want 1 = 0)
ag

bo is berekend in stap 1, dus by ligt vast.
—a1by — agb
by — ~M% — a200 (want 75 = 0)
ag

bo en by ziyn berekend in stap 1 en 2, dus by ligt vast.

Als ag gelijk is aan +1, weten we zeker dat by, by, bo, ... gehele getallen zijn.

Gevolg 5.2. Een machtreeks M(z) = Y 7 an,a™ met ap = £1 heeft een
inverse machtreeks M ! (z) =Y >°_ b,a™.
We noteren de inverse machtreeks als:

De coéfficiénten van de inverse machtreeks zijn gelijk aan:

1
by = —
aop
— 5> agba_k
b, = = 2=y %bnk (voor n > 0)
ao
Voorbeeld 5.2. De machtreeks M(z) = >~ ,(—1)"z" heeft een inverse. De
coéfficiénten van de inverse kunnen we berekenen met behulp van het coéfficiénten

schema.

36



Er geldt: a9 = a2 = a4 = ... = lena; = a3 = a5 = ... = —1. Het
coéfficiéntenschema ziet er als volgt uit:

b by by by by
—bo —b —by —bs
bo b1 ba
—bo —b
bo +
ro=1|7r1=0]|7r2=0|7r3=0|7r,=0

stap 1:  rg moet gelijk zijn aan 1, dus by = 1,

stap 2:  r; moet gelijk zijn aan 0, dus b; = —bg = 1.

stap 3:  ro moet gelijk zijn aan 0, dus bs = b; — by = 0.
stap 4:  r3 moet gelijk zijn aan 0, dus bz = bs — by + by = 0.

En zo vinden we ook: by = b5 = ... = 0. De inverse machtreeks van M (z) =
1—xz+2%—23+...is dus gelijk aan 1 + z. Met andere woorden:

5.3 De inverse van P(z)

De machtreeks P(z) = > 77, p(n)z™ heeft volgens gevolg 5.2 een inverse
machtreeks. Deze inverse gaat een belangrijke rol spelen in het bewijs van
de partitieformule van Euler. In deze paragraaf zullen we onderzoeken wat
we op dit moment van deze inverse weten.

Gevolg 5.2 kunnen we toepassen op de voortbrengende functie van p(n).

Gevolg 5.3. De voortbrengende functie P(z) van p(0),p(1),p(2), ... heeft een
inverse machtreeks.
We zullen deze noteren als



De machtreeks P~! heeft als inverse de machtreeks P. Wanneer we de
waarden van de coéfficiénten van P~! kunnen bepalen, kunnen we met
behulp van gevolg 5.2 de waarden p(0),p(1),p(2),... berekenen:

1
p(0) = m
_ —a(1)p(0)
p(l) = )
_ —a(M)p(1) —q(2)p(0))
p(2) = 0
p(3) = —2Wr@) =a@p{) = aB)pO)

We zullen in het volgende hoofdstuk op zoek gaan naar een manier om
de coéfficiénten ¢(0),g(1),q(2),... van P~1 te bepalen.

Vanwege gevolg 5.2 kunnen we de machtreeksen G1,Go,... uit hoofdstuk 4
noteren als

Gr(z) = Z(fk)n Tk

Gevolg 5.4. De voortbrengende functie P(z) is gelijk aan:

> pma = ]G
n=0 k=1
1
- H 1 2F
k=1

In hoofdstuk 4 hebben we gezien dat in een oneindig product van machtreek-
sen we de factoren van volgorde mogen verwisselen. We kunnen zo een mooie
uitdrukking vinden voor de inverse van P(z).

Stelling 5.5. De wvoortbrengende functie P(x) heeft als inverse het oneindige
product

Pi@) =TI -4")

k=1
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Bewigs. Er geldt:

oo

> p(n)a - [T~

n=0

oo

k=

1
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Hoofdstuk 6

Partities met verschillende
termen

In dit hoofdstuk zullen we op zoek gaan naar een uitdrukking voor het

oneindige product
o0

P @) = J[(1 - oh)

k=1
De informatie over de coéfficiénten van dit product komt uit onverwachte
hoek: partities die uit verschillende termen bestaan.

6.1 Partities met verschillende termen
Definitie 6.1. We definiéren voor n € Zsy:
pu(n) = het aantal partities van n in onderling verschillende termen

Voorbeeld 6.1. Er zijn 5 partities van 7 die uit verschillende termen bestaan,
namelijk (7), (6,1), (5,2), (4,3) en (4,2,1). Er geldt dus: p,(7) = 5.

Met behulp van systematisch tellen kun je zo ook vinden:

Opmerking. Een partitie die uit onderling verschillende termen bestaat heeft een
normaalvorm [y1, Y2, . . ., Yn] met y1,ys, ..., yn € {0,1}. Voor de partitiegetallen
21,22, ..., 2n geldt:

z1 € {0,1}, 20 € {0,2},...,2, € {0,n}

De redenering die we hebben gevolgd om de voortbrengende functie van p(n) te
vinden kunnen we ook toepassen op p,(n):
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e p,(n) is gelijk aan het aantal oplossingen van de vergelijking
1 +To+...+Tpn=n
met z; € {0,1}, 22 € {0,2},...,2,, € {0,n}
e p,(n) is gelijk aan de coéfficiént van =™ in het product
(1+z)(1+2%) - (1+2")
(gevolg 3.4)

e cen partitie van n die uit verschillende termen bestaat, correspondeert met
een n°-graads termencombinatie van het product

1+2z)(1+2%) - (142")

Voorbeeld 6.2. Voor n = 5 corresponderen de partities in verschillende termen
en de termencombinaties van (1 + z)(1 + 2?)(1 4+ 23)(1 + 2*)(1 + 2°) als volgt:

Partitie ‘ Termencombinatie

(5) (1,1,1,1,2°)
(4,1) (z,1,1,2%,1)
(3,2) (1,2%,2%,1,1)

6.2 De coéfficiénten van P~!(z)

In paragraaf 6.1 hebben we gezien hoe het aantal partities in verschillende
termen terug te vinden is in het product (14 z)(1+z?)--- (14 z"). We
willen uiteindelijk de coéfficiénten bepalen van de machtreeks

P a) = [](1 - %)

)

k=1

In deze paragraaf zullen we onderscheid maken in partities die uit een
oneven aantal delen of uit een even aantal delen bestaan. Daarmee zullen
we dan de coéfficiénten van P~1(x) kunnen bepalen.

Definitie 6.2. We definiéren:
e p.(n) := aantal partities van n in een even aantal verschillende termen
e p,(n) := aantal partities van n in een oneven aantal verschillende termen
e p(n) :=pe(n) —po(n)

Opmerking. Er geldt:
pu(n) = pe(n) + po(n)
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We willen p(n) net als p(n) gaan bepalen via een product van polynomen. We
bekijken daarvoor het product:

(lfx)(lfx2)~~(1—:r”)

Elke n®-graads termencombinatie in dit product kunnen we direct koppelen aan
een n°-graadstermencombinatie van het product (1 4+ z)(1+22)---(1+2") en
dus aan een partitie van n in verschillende termen.

In het product (1 —x)(1—x2)---(1—2") heeft elke termencombinatie van graad
n de waarde z" of —x". Een termencombinatie waarin een even aantal niet-1-
termen voorkomen heeft de waarde ™ en een termencombinatie met een oneven
aantal niet-1-termen heeft de waarde —z™. Het aantal niet-1-termen is precies
het aantal termen van de partitie waarmee de termencombinatie correspondeert.

Voorbeeld 6.3. Voor n = 5 zien we:

Partitie ‘ Termencombinatie ‘ Waarde

(5) (1,1,1717*I5) 7’1:5
(4,1) (—2,1,1,—2%,1) z°
(3,2) | (1,—22,—23,1,1) x®

De waarden van de n®-graads termencombinaties zijn bij elkaar opgeteld gelijk
aan het aantal termencombinaties met een even aantal niet-1-termen min het
aantal termencombinaties met een oneven aantal niet-1-termen.

Gevolg 6.1. In het product
(1—2)(1—2?)--(1—a")
is de som van de waarden van de n°-graads termencombinaties gelijk aan p(n).

Voorbeeld 6.4. Als voorbeeld bekijken we de partities in verschillende termen

van 7. Er geldt: p.(7) =3, po(7) =2enp(7) =3 -2=1.

We kunnen deze waarde ook vinden door te kijken naar de 7°-graadstermencombinaties
in het product (1 —z)(1 —22)--- (1 —27)

Partitie Termencombinatie Waarde
(7) (1,1,1,1,1,1,—27) —x7
(6,1) (—2,1,1,1,1,—2°1) z’
(5,2) (1,—22,1,1,—2°,1,1) x7
(4,3) (1,1, =23, —2*,1,1,1) x7
(4,2,1) | (—x,—22,1,—2*1,1,1) —x7
27

De som van de waardes is gelijk aan 327 — 227
coéfficiént van x7 in het product (1 — z)(1 — 22)--- (1 —

B(7) = 1.

(pe(7) — po(7))2™ = 27. De
27) is dus gelijk aan

Gevolg 6.2. Er geldt: p(n) is gelijk aan de coéfliciént van ™ in het product
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Opmerking. De polynomen 1 — z,1 — 22,1 — 23, ... vormen, wanneer we ze

opvatten als machtreeksen, een groeiende rij.

Het oneindige product [],~, (1 — 2*) is dus gedefinieerd als machtreeks, waarin
de coéfficiént van 2™ gelijk is aan de coéfficiént van 2™ in het product (1 —z)(1—
22) ... (1 —an).

Gevolg 6.3. De voortbrengende functie van p(n) is gelijk aan:
oo

> )z = [[( 2"
n=0 k=1

Het bepalen van p(n) lijkt nog een stuk ingewikkelder dan het bepalen van p(n),
maar dat is niet het geval. Voor p(n) vond Euler al een mooie formule:

Stelling 6.4 (Euler). Er geldt:

2 .

(=D" als n van de vorm 3= s

oy 0,

p(n) = (=) als n van de vorm w 18
0 anders

Het bewijs van deze stelling laten we hier weg. In de tabellen zie je een aantal
waarden berekend.

holo12 3 4 5 6 7

3W-h 19 1 5 12 22 35 51 70

8W+h | g 2 7 15 26 40 57 77

n J0 1 2 3456789 1011 12 13 14 15
|1 -1 -1 00101000 0 -1 0 0 -1
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Hoofdstuk 7

De partitieformule van
Euler

In dit hoofdstuk komen aan bij ons eindresultaat: de partitieformule van
Euler! We zullen laten zien hoe je met deze formule de waarden van
p(0),p(1),p(2),... kunt berekenen. Maar wat nog belangrijker is: we
zullen laten zien dat de formule het resultaat is van het werk dat we in
alle vorige hoofdstukken hebben gedaan!

7.1 Berekening van p(0),p(1),p(2),...

We weten uit hoofdstuk 6 dat de inverse machtreeks van P(x) gelijk is aan:

oo
Zﬁ(n):1fx—x2+:v5+z7f:r12f:c15+x22+:v267...

n=0

Vanuit gevolg 5.2 weten we dat we de coéfficiénten van P(x) kunnen uitrekenen
met de vergelijkingen:

p(0) = %0)
p(l) = _;(51(2)1;(0)
p(2) = _~(1)p(2((;)13(2)p(0)
p(3) = —p(L)p(2) — 13](52(2);;(1) — 5(3)p(0)
Met 5(0) = 1,5(1) = —1,5(2) = —1 en $(3) = 0 vinden we daarmee:
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p(0) = 1
p(1) = p(0)=1
p(2) = p0)+p(1)=2
p(3) = p(2)+p(1)=3
p(4) = p@3)+p(2) =5
p(5) = p4)+p(3)—p(0) =
p(6) = p(5)+p4)—p(1) =11
p(7) = p(6) +p(5) = p(2) —p(0) =15
Op deze manier kun je alle waarden van p(0), p(1),p(2), ... na elkaar uitrekenen.

7.2 De formule

De partitieformule van Euler ziet er als volgt uit:

Stelling 7.1.

p) = 3= By - B
k=1

p(n—1)+p(n—2)—p(n—>5)—pn—7)
+p(n —12) + p(n —15) — ...

Bij het gebruiken van deze formule nemen we aan:

p(0) =
envoor n <0: p(n) = 0

Wanneer je met de formule waarden van p(n) berekent ziet dat er als volgt uit:

p(0) = 1

p(1) = p0)=1

p(2) = p(0)+p(l)=2

p(3) = p(2)+p(l)=3

p(4) = pB3)+p2) =5

p(5) = p4)+p@B)-p0)=7

p(6) = p(5)+p4)—p(1l) =11

p(7) = p(6)+p(5) —p(2) —p(0) =15

Dit is precies hetzelfde als wat we vonden in paragraaf 7.1, hoewel je dat op
het eerste gezicht misschien niet duidelijk was. We zullen nu laten zien hoe de
partitieformule volgt uit de methode die we in paragraaf 7.1 hebben gebruikt.
Daarmee is ons doel van dit boekje bereikt.
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Beuwijs stelling 7.1. De voortbrengende functie P(x) is de inverse van de machtreeks
oo o b(n). Vanwege gevolg 5.2 geldt daarom:

pl0) = 13(10) -
envoor n>0: p(n) = -— Zﬁ(k)p(n —k)
k=1

Wanneer we aannemen voor n < 0: p(n) = 0, dan geldt voor k > n :p(n—k) =0
Er geldt daarom voor n > 0:

p(n) = = b(k)p(n - k)
k=1

= = _pk)p(n — k)
k=1

Nu gebruiken we de formule van Euler voor p(n):

272 .
3h”“—h is

(—=1)" als n van de vorm
p(n) = (—=1)" als n van de vorm 3h°th g
0 anders

3h%+h

3h2—h .
2 2 :

en

We vervangen in de sommatie de waarden k door de waarden

p(n) = =Y B(k)p(n—k)

%) 2 2 > 2 2
:_%E:ﬂyl hmm_3h2l5+§:ﬂwzjhmm_3h;h”
h=1

S P it LS P it
h

= S Ml - 2 - R

h=1

Hiermee is de stelling bewezen! O
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Bijlage A

Toelichting op de gebruikte
notatie

A.1 Verzamelingen

Eindige verzamelingen van getallen kun je opschrijven door alle getallen op te
sommen en tussen accolades {} te plaatsen. Het teken € gebruik je om aan te
geven dat een bepaald getal in de verzameling zit.

Voorbeeld A.1. De verzameling A bestaat uit de getallen 3,12, 16,99, notatie:
A =1{3,12,16,99}.

Het getal 12 zit in de verzameling A, notatie: 12 € A.

Het getal 13 zit niet in de verzameling A, notatie: 13 ¢ A.

De belangrijkste oneindige verzameling die in dit boekje wordt gebruikt is de
verzameling van gehele getallen: Z. Soms bekijken we alleen een deel van deze
verzameling. In de tabel staat een overzicht van de gebruikte notaties.

Notatie | Omschrijving ‘ Verzameling

Z alle gehele getallen {..,—2,-1,0,1,2,...}
Z~o gehele getallen groter dan 0 {1,2,3,...}

Lo gehele getallen groter of gelijk aan 0 | {0,1,2,3,...}

A.2 Sommen en producten

Als een som uit veel termen bestaat wordt het sommatieteken » gebruikt om de
som korter op te schrijven. Boven en onder het sommatieteken staat aangegeven
waar de som begint en eindigt.

Voorbeeld A.2. De som van de getallen 1 t/m 10 kun je noteren als:
10
> n
n=1

Hetzelfde kun je doen voor een product met het teken [].
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Voorbeeld A.3. Het product van de getallen 1 t/m 10 kun je noteren als:

Soms wordt op een andere manier aangegeven welke elementen je moet optellen
of vermenigvuldigen. Dit kunnen bijvoorbeeld de elementen van een bepaalde
verzameling zijn.

Voorbeeld A.4. De som van de getallen uit de verzameling A = {3,12, 16,99}
kun je noteren als:

Zx:3+12+16+99
€A

De tekens Y en ] komen uit het Griekse alfabet: > is de Griekse letter
S en [] is de Griekse letter P.
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