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Samenvatting

In deze scriptie worden een paar methoden besproken om Markovbeslissingspro-
blemen (MBP’s) op te lossen, en van twee methoden wordt aangetoond dat ze
equivalent zijn.

Hoofdstuk 1 begint met enkele modellen van MBP’s; en de bijbehorende LP-formu-
leringen. Daarna worden twee inwendigpuntmethodes (IPM’s) besproken waarmee
LP-problemen opgelost kunnen worden.

Hoofdstuk 2 gaat over een nieuwe IPM voor het oplossen van MBP’s. Dit is, tot zo-
ver bekend, het eerste ‘streng polynomiale’ algoritme voor het oplossen van MBP’s.

Omdat gemiddelde optimaliteit niet altijd een bevredigend criterium is, wordt dit
in hoofdstuk 3 uitgebreid met extra gevoelige criteria, waaronder n-verdisconteerde
optimaliteit. Er wordt een algoritme besproken om m.b.v. strategieverbetering (SV)
een n-verdisconteerd optimale strategie te vinden.

Hoofdstuk 4 gaat over een ander algoritme om een n-verdisconteerd optimale stra-
tegie te vinden: m.b.v. geneste LP-problemen (GLP), voor het irreduciblele geval.

In hoofdstuk 5 wordt aangetoond dat de algoritmes uit hoofdstuk 3 en 4 equivalent
zijn. Tot nu toe was dat alleen voor gemiddelde optimaliteit bewezen.



INHOUDSOPGAVE



Hoofdstuk 1

Inleiding

Dit hoofdstuk is gebaseerd op hoofdstuk 2 en 6 van [Kallenberg, 2001]!.

1.1 Markovbeslissingsketens

S is een eindige toestandsruimte.

In toestand ¢ wordt een actie a € A(i) gekozen; er is dan een directe opbrengst
ri(a), en een overgangskans p;;(a), i,j € S.

R = (7!,72,...) is een strategie; 7’ is de beslisregel op tijdstip ¢;

wt geeft de kans om een bepaalde actie te kiezen.

R is geheugenloos als 7t alleen van i; (de toestand op tijdstip ¢) afhangt.

We schrijven in dit geval ﬂftat voor de kans dat op tijdstip ¢ in toestand i; actie ay
wordt gekozen.

Als 7f , € {0,1} Va; , dan heet 7} , deterministisch; we noteren zo’n beslisregel
als een functie f; : S — A, waarbij i € S wordt afgebeeld op de actie f(i) die met
kans 1 wordt gekozen.

Een strategie met uitsluitend deterministische beslisregels heet een deterministi-
sche strategie. Een geheugenloze deterministische strategie noteren we als R =
(f1, f25--2)

We kunnen bijna altijd met een geheugenloze deterministische strategie volstaan .
Als alle beslisregels identiek zijn, dan heet de strategie stationair. Zo'n strategie
noteren we met f°°.

Een geheugenloze stationaire gerandomiseerde (niet-deterministische) strategie R =
(m,m,m,...) heeft beslisregel 7 die alleen athangt van toestand i en actie a: 7 :
S x A —[0,1]. Zo'n strategie noteren we met 7.

1.1.1 Eindige horizon en totale opbrengsten

We beschouwen het systeem gedurende 71" perioden.

Bij start van het systeem op tijdstip 1 en strategie R = (f1, f2,..., fr) is de totale
verwachte opbrengst v (R) = r;(f1) + [P(f1)r(f2)]i + [P(f1)P(fo)r(f3)]i + ... +
(P(f1)P(f2) - P(fr-1r(fr)li, i € S.

vl := maxpv] (R), i € S, is de waardevector.

R is optimaal als v} (R) = v Vi € S.

1. L.C.M. Kallenberg, Inleiding Besliskunde, Univ. Leiden, 2001
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Stelling 1.1 Laat xiTH =0, en laat f; en xy voort =T,T —1,...,2,1 voldoen
aan :

o =ri(f) + > py(f)alth = maX){Ti(a) + Zj pij(a)zj}, i€ S,
j

a€A(i
Dan is R, = (f1, fa, ..., fr) een optimale strategie en z! is de waardevector.
Bewijs
Met inductie naar T &

1.1.2 Oneindige horizon en verdisconteerde opbrengsten

Per periode is het rentepercentage p.

Voor het waarderen in het heden van opbrengsten in de toekomst gebruiken we
verdiscontering: een bedrag in periode ¢ wordt vermenigvuldigd met (1 + p)~* voor
waardering in het heden. o := (1 + p)~! is de verdisconteringsfactor.

Met verdiscontering is de totale verdisconteerde opbrengst over een oneindige perio-
de een eindig getal: als |r;(a)] < M Vi € S, a € A(i), dan is de totale verdisconteerde
opbrengst < ﬁ - M.

De verwachte verdisconteerde opbrengst v{*(R) is gedefinieerd als:

o0

v (R) =Y o' 'Eiglrx, (Y1),

met X; en Y; de stochastische varabelen voor de toestand resp. actie op tijdstip t.
Dus v¢(R) is ook te schrijven als:

o0

v¥(R) = z:off1 ZjaPi,R[Xt =j, Y1 =a] rj(a).
t=1 ’

¥

& := maxpg v (R) is de waardevector.
R, heet een optimale strategie als v¥*(R,) = v¥ Vi € S. Er kan bewezen worden dat
er altijd een optimale, stationaire strategie bestaat.
De verwachte verdisconteerde opbrengst voor een stationaire strategie f°° met over-

gangsmatrix P(f) en opbrengstvector r(f) is (in vectornotatie):

v (f) = —aP(f)]"r(f) (1.1)

Stelling 1.2 v® is de unieke oplossing van de optimaliteitsvergelijking

P = i ij i}, i1€esS
ri= s i) + 0 Y pi(a)eg), i€

Bewijs
M.b.v. de contraherende afbeelding U : R — RN :

Uzx); = i i i}, i€S
. LR WA,
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Een contraherende afbeelding heeft een uniek dekpunt z*, en het blijkt dat =* = v®.

¢
Een vector v € R™ heet superharmonisch als
vi 2 ri(a) +a ) pij(a)v; V(i)
met i € S en a € A(Q).
Stelling 1.3 De waardevector v* is de (componentsgewijs) kleinste superharmoni-
sche vector.
Bewijs
v® voldoet aan de optimaliteitsvergelijking en is dus superharmonisch. Als een vec-

tor v superharmonisch is, dan volgt uit de definitie en uit vergelijking (1.1) dat
v > v(f°) Vf°, dus v > v@. &

Gevolg 1.1 v® is de unieke oplossing van het LP-probleem
i 0, 8:; — apii(a)]v; > ri(a) V(i,a) met i € S e eA'} 1.2
min {3° Ayo; |3 [0y — apy(@lv; 2 ri(a) Y(i,a) met i € S ena € AG) } (12)

met 3; > 0 Vj € S. Het bijbehorende duale probleem is:

>ialdiy —apij(a)lzi(a) = B, j €S (13)

max > ri(a)zi(a) zi(a) > 0Vie S enac All)

i,a

Stelling 1.4 Laat =* een optimale oplossing zijn van (3); dan is de stationaire
strategie f° met x}(f.(i)) >0, i € S, goed gedefinieerd en een optimale strategie.

Bewijs
M.b.v. de orthogonaliteitsrelaties. &

1.1.3 Oneindige horizon en gemiddelde opbrengsten (het irreducibele
geval)

Definitie van de gemiddelde opbrengst :

¢:(R) —hmmf—ZEerXt(Yt —hmmf—ZZPlRXt—j,Yt—a] ri(a)
t=1

T—o0 T—o0
t=1 j,a

¢; = maxp ¢;(R), i € S, is de waardevector.
R, heet optimaal als ¢;(R.) = ¢; Vi € S.
Er kan bewezen worden dat er altijd een optimale, stationaire strategie bestaat?.

2. M.L. Puterman, Markov Decision Processes: Discrete Stochastic Dynamic Programming. John
Wiley, New York, 1994, p. 450
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Voor een stationaire strategie f°° is de gemiddelde opbrengst ¢(f°) in vectornota-
tie:

T—o0

T
o) = Jim 23" P = PH()()

Er geldt het volgende verband tussen verdisconteerde en gemiddelde opbrengsten:

Stelling 1.5 ¢(f°) = limgy1(1 — a)v®*(f°) voor iedere stationaire strategie f°.

Bewijs
Het bewijs is te vinden in het boek van Puterman. Stelling 8.2.3 op p. 341 zegt dat

°© s+ Y ()
l-«a « I
n=0
voor p = 1?7’1 klein genoeg en S een eindige toestandsruimte.

Hierbij is y,, = (=1)"Hp 7, n=0,1,2,...en Hp = (I — P+ P*)"'(I — P*).
Vermenigvuldig nu met 1 — o en laat o naar 1 stijgen; dit geeft:

1
v (f7) = o

. ooy 1s o/ roo = /1-—a\"
i/ >—gg[<1—a>v ) -a-a (22) y]

(0%
n=0

Hieruit volgt dat
B = lim(1 — a)o*(5)

[e3%

&

We nemen nu aan dat de overgangsmatrix P(f) irreducibel is voor iedere stati-
onaire strategie f°°. Hieruit volgt dat de stationaire matrix voor iedere stationaire
strategie f°° identieke rijen heeft, dus de vector ¢(f) ook. Dus ¢(f) kan als scalair
beschouwd worden.

Bij dit probleem hoort de volgende LP-formulering:

>ialdiy —pij(@)lyi(a) = 0, jE€S
max { Y ri(a)yi(a)| 2, , vila) =1 (1.4)
i,a yi(a) >0, ie S, ae A)

Het bijbehorende duale probleem is:

min {g ’Zj[&ij —pij(@)]h;j+g>ri(a), €S, ac A(z)} (1.5)

Stelling 1.6 (i) (1.4) en (1.5) hebben optimale oplossingen y* resp. (g*,h*), met
g =¢en) yi(la)>0Vies;
(ii) Als f2° een strategie is met y;(f.(i)) > 0 Vi € S, dan is f>° een optimale



1.1. MARKOVBESLISSINGSKETENS 11

strategie;
(iii) De optimaliteitsvergelijking

+ h; = max {r;(a) + ii(a)h;}, i€ S
g aEA(i){ (a) ijj( )hj}
heeft een oplossing waarin g uniek is en g = ¢. h is op een constante na bepaald.

Bewijsschets®
(i) Kies f°° willekeurig. P(f) is irreducibel, dus P*(f) heeft identieke rijen; noteer
mi(f) alsa= f(i), i € S;

0 alsa# f(i), i€sS.
yi(a) blijkt een toelaatbare oplossing van (1.4) te zijn.
Het toegelaten gebied is begrensd, dus (1.4) en (1.5) hebben een eindige optimale
oplossing: y* resp. (¢*, h*). Laat y een toegelaten oplossing van (1.4) zijn, en y; =
Yoo vila), i € S;laat 7 de gerandomiseerde stationaire strategie zijn met m;(a) =

{ yi(a) alsy; >0, 1€ 5;

deze rijvector met 7(f). Kies y;(a) = {

Willezllileurig alsy; =0, 1 € S.
Uit de eerste beperking van (1.4) volgt nu dat y een stationaire kansverdeling is
mbt de Markovketen P(r). P(r) is irreducibel, dus y; > 0 Vi € S. Dit geldt ook
voor de optimale oplossing y* = >, yi(a) >0Vie S.
Uit de beperkingen van (1.5) volgt: [I — P(f)]h* + g*e > r(f) voor iedere f°.
Vermenigvuldigen met P*(f) geeft: g*e > P*(f)r(f) = ¢(f*°) = g* > ¢.
Verder geldt dat er een strategie f§° (een verdisconteerd optimale strategie voor
een verdisconteringsfactor voldoende dicht bij 1) bestaat zdd. g* < ¢(f§°). Er geldt
namelijk dat

O(fo) = lim(1 — a)o” (fo) > lm nf(1 — a)u° (R) > 6(R) VR

De eerste gelijkheid is van Stelling 5.1; het bewijs van de eerste ongelijkheid is te
vinden in het artikel van Blackwell*; de laatste ongelijkheid is de Tauberstelling
(Stelling 1.7).

Dus ¢g* = ¢.

(ii) Uit de orthogonaliteitsrelaties volgt, na vermenigvuldiging met P*(f.), dat
b e =P (f)r(f.) = 6 = 6(f.)™ = f> is optimaal.

(iii) Voor (g*, h*) geldt: g* + hj > max,ecaciy{ri(a) + 32 pij(a)hj}, i € S.

Voor [ geldt: g* + hf = ri(fe) + ijij(f*)h;, 1€ 8.

Dus (g*,h*) = (¢,h*) is een oplossing van de optimaliteitsvergelijking. Stel dat
(g9,h) ook een oplossing is. Dan is g > g* = ¢. Met een geschikte f>° volgt dat
ge=P*(f)r(f) = g=¢(f*) < ¢. Dus g = ¢.

Kies nu twee oplossingen van de optimaliteitsvergelijking: (¢, h') en (¢, h?). Kies f
zdd. ge + h' = r(f)P(f)h'. Dan geldt dat h? — ht > P(f)(h? — h'), ofwel (z :=
h?—hY): 2 —P(f)z > 0. Ook is P*(f)[zx—P(f)z] =0 =z = P(f)z = = = P*(f)x.
P*(f) heeft identieke rijen, dus z = ¢ - e, met ¢ een constante. Dus h? — h! = c - e.

3. Het bewijs staat in het dictaat van L.C.M. Kallenberg, Inleiding Besliskunde, Univ. Leiden,
2001
4. D. Blackwell, Discrete Dynamic programming, Ann. Math. Stat. 33, 719-726 (1962)
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Stelling 1.7 (Tauberstelling)®
liminf(1 — a)v*(R) > ¢(R) VR

all -

Bewijs
Kies een strategie R, een vaste begintoestand 7 en laat

T = Zj Za Pr[X: = j,Y: = a|X1 = i|rja, t € N.

Omdat de rij {X;}$°, begrensd is, kunnen we voor a € (0,1) schrijven:

(1—a) "v®(R) = <Z at> . <Z at_lxt> = Z <Z xs> ot

Ook geldt voor a € [0,1) dat

(1-a)” Ztozt L

en dus ook ¢;(R) = (1 — a)?¢i(R)> o, t . Voor a € [0,1) kunnen we nu
schrijven:

t

(170‘) ( ) d)z( 170‘ Z{%Z%@(R)}tatl

Kies nu een willekeurige positieve e. Omdat ¢;(R) = liminfr_, o % Zthl Ty, 1S er
een T, zdd. ¢;(R) < % ZtTZI z¢ + § VT > T.. We kunnen daarom schrijven:

(1-a)’ Z{ Z:ES ¢i(R } (170[)22(7%#0}712

t>T.
€ = 1
—5(1 —a)? Ztatfl =36
t=1

en

o

1oz2

T,
t=1

t . ;
! . 1 ¢ - 1
{;;xé ¢i(R }tat 1>(1 a) 121§nT€{¥ZxS_¢i(R)}t tat 1>_56
voor « voldoende dicht bij 1. Hiermee is bewezen dat

(1 —a)vi(R) — ¢i(R) >

voor « voldoende dicht bij 1, dwz.

lirilTilnf(l — a)v*(R) > ¢(R).

5. Deze stelling staat in het collegedictaat van L.C.M. Kallenberg, Stochastische Dynamische
Programmering, Univ. Leiden, 1982/1983
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1.1.4 Optimaal stoppen van een Markovketen

Tedere toestand heeft nu twee acties: A(i) = {0,1}, ¢ € S. Als in toestand ¢ actie
0 (stoppen) wordt gekozen, dan is er een directe opbrengst r; en stopt het proces
(pij(0) = 0Vj € 5). Als actie 1 (doorgaan) wordt gekozen, dan is de opbrengst s; en
de overgangskansen zijn p;;, j € S. Het doel is de totale opbrengst te maximaliseren.
Dit model kan behandeld worden als een verdisconteerd model met o« = 1. Een
bewijs hiervoor is te vinden in §7.2 van het boek van Puterman. Dit levert op:

Optimaliteitsvergelijking: v; = max {ri, s; + Z _ pijvj} , 1 €8
J

v, > 715, 1€S8
LP-probleem: min Biv; Z h
P z]: T 22065 —piglvg = s, i€S
Duale probleem: max{ g ri%i + E S 2y + 220 - IZEU]?; i gj; 3665 } -

1.2 Inwendigpuntmethodes

Inwendigpuntmethodes, kortweg IPM’s, zijn methodes om LP-problemen op te los-
sen. In tegenstelling tot bij de simplexmethode wordt hierbij door het inwendige
van het toegelaten gebied naar het optimum gelopen. We bekijken hier de affiene-
schalingmethode en de centraalpadmethode.

1.2.1 De affieneschalingmethode
Bekijk het LP-probleem

max{p’ z|Az = b; = > 0} (1.6)

De methode is iteratief; iedere oplossing xj; moet voldoen aan xp > 0 en Axy = b,
en zFt! := 2F + \;sF, met A\, € RT de staplengte en s¥ € R" de richtingsvector.
Omdat b = Az*+l = Axk + N\ Ask = b+ M\ AsF, is AsP = 0. Dus s* € N(A) =
{s|As = 0}.
Als er nog geen toelaatbare inwendige oplossing z° bekend is, dan kunnen we het
volgende doen:

1. Kies een 20 > 0 en stel dat Az° # b;

2. Definieer y° := b — Ax° en laat de scalair 20 = 1;

3. Neem voor M een heel groot getal, start met (z°,2°) en los op:

max{p’z — Mz|Az 4+ 4’z = b; x,2 >0}

(29, 29) is een toelaatbaar inwendig punt, want Az®+y°2° = Az + (b— A2°)-1 = b,

enz’ >0en 2’ =1>0.

Er zijn twee mogelijkheden voor de optimale oplossing (z*, z*):
1. 2 =0: z* is een optimale oplossing van het oorspronkelijke probleem;
2. z* > 0 : het oorspronkelijke probleem is ontoelaatbaar.
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Bepaling van s

Er moet gelden dat As = 0, dus s € N(A). Voor de projectiematrix P = [ —
AT(AAT)7LA geldt dat Pw € N(A) Vw € R™. Dus s = Pw voldoet voor alle
w e R™

Om P te kunnen berekenen, moet AA” inverteerbaar zijn:

Lemma 1.1 Als A een m x n-matrix is met rang m, dan is AAT inverteerbaar.

Bewijs
M.b.v. lineaire algebra. &

We mogen aannemen dat het LP-probleem (1.6) de volledige rijrang heeft: rang(A) =
m.

Het doel is nu om w zo te kiezen dat voor s = Pw met ||s|| = 1, pT's maximaal is:
bepaal
max{p’s|||s||* = 1, As =0}
S

M.b.v. Lagrange-multiplicatoren is dit probleem om te zetten in:

max F (s, A, ) = max{p’s — A(s”s — 1) — u As} (1.7)

S0 A
Afgeleiden naar s, A en u nulstellen geeft:

p—2 s —ATp=0; sTs=1; As=0. (1.

co

)

||s]| is eigenlijk niet van belang, dus we mogen A willekeurig kiezen. Neem A = 1;
dit geeft: p —s — ATp=0= Ap — AAT =0 = u= (AAT)"1 Ap. Dus

s=p—ATu=Pp (1.9)

Bepaling \i
Er moet gelden dat ¢t = zF + A\ps* > 0, dus

k
: ik
Ak < min ——k’sj <0 =:pg.
J 55

Dus als s¥ > 0, dan is er een oneindige oplossing.
Kies A\ = appr met oy € (0,1). Vaak wordt « dicht bij 1 gekozen, bijv. a = 0.95.

Schaling

Aan de rand van het assenstelsel is de stapgrootte meestal klein. Een oplossing is:

schaal de variabelen zdd. z* zo ver mogelijk van alle assen af komt te liggen, bereken

de beste nieuwe oplossing en transformeer terug.

Definieer daarom §; = %, 7 =1,2,...,n. Dan is 5;? = 1Vy, dus 5;? ligt even ver
J

van alle assen. Definieer verder de diagonaalmatrix D door d;; = zf, i1=1,2,...,n.
Dan geldt dat t =D, enx >0 DE> 04 £ > 0.
Het LP-probleem wordt nu:

max{(Dp)T€|ADE = b, € > 0} (1.10)
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De richtingsvector wordt:
o =Dp— DAT[AD?AT]=*AD?p
Transformatie terug:

s = Do = D?*[p— ATu] met u = [AD?AT]"'AD?p

Voor de beste keuze voor s moeten we oplossen:

max{p’s|As = 0; [|[D"'s|| < 1} (1.11)
. . . .« D%*p—ATuw)
Stelling 1.8 De optimale oplossing van (1.11) is s* = oo —ATa)[ met

u= (AD?*AT)"1AD?p.

Bewijs

M.b.v. de ongelijkheid van Schwarz wordt aangetoond dat pT's < ||[D(p — ATu)||
voor een willekeurige toelaatbare richtingsvector s.

Anderzijds is s* toelaatbaar en p?'s* = ||[D(p — ATu)|| O

Opmerking: we delen door ||[D(p — ATu)||, dus moet gelden dat p # ATu. Maar
als p = ATu, dan is de huidige oplossing al optimaal: de richtingsvector is dan bij
schaling gelijk aan s = Do = D?(p — ATu) = 0.

Convergentie

Stelling 1.9 Laat 2*+! = 2% 4+ A PEP=4 0 inet ub = (ADZAT)~' ADZp. Dan
geldt:

(i) 0 < X < 2 (kleinestapversie) = z* en u
gen van LP resp. DLP;

(ii) Als A > % en iedere basisoplossing is primaal en duaal niet-gedegenereerd, dan
convergeren x* en u* naar de optimale oplossingen van LP resp. DLP;

(iii) Er is een voorbeeld met A > % waarin de methode convergeert naar een niet-
optimale oplossing.

k convergeren naar de optimale oplossin-

Bewijs

Het bewijs is te vinden in de secties 9.1 en 9.2 van het boek van Bertsimas en Tsit-
siklisS. %
Opmerkingen

1. Na zekere tijd ligt ¥ in de buurt van een hoekpunt.

2. leder niet-optimaal hoekpunt is afwijzend.

3. leder optimaal hoekpunt is aantrekkend.

4. Om praktische redenen wordt A meestal dicht bij 1 gekozen. Voorbeelden
waarin geen convergentie optreedt, komen in de praktijk (bijna) niet voor.

Stelling 1.10 In de buurt van een hoekpunt is u de vector van de duale variabelen.

6. D. Bertsimas en J.N. Tsitsiklis, Introduction to linear programming, Athena Scientific, 1997
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Bewijs
We kunnen de matrix A opsplitsen: A = (B, N) met B de basismatrix van het hoek-

2
punt. Dan is D? = ( Dk 0 ), AD?AT = BDR BT, AD?p = [AD*A"|[B"] 'pp

en u =[BT 1pg.
T . .s BT UB PB
Het duale stelsel A*u — v = p is te schrijven als u— = .

NT UN PN
Hieruit volgt dat BTw —vp = pg. 5 > 0, dus op grond van de orthogonaliteitsre-
latie vT'z = 0 is vg = 0. Dus BTu = pg = u = [BT]| !pp. O

De vector u = (AD?AT)"1AD?p kan worden gevonden als unieke oplossing van
het stelsel [AD?ATu = AD?p. De matrix AD?A7 is symmetrisch. Voor het oplos-
sen van zo’n symmetrisch stelsel zijn speciale numerieke technieken beschikbaar.
Omdat p — ATy = v, wordt s = —D?v.

Stopcriterium
pTz* en bTu” convergeren naar elkaar. Kijk naar het relatieve verschil: stop als

DTk — pT |
—— <e.
1+ [pTuk| —

We krijgen zo het volgende algoritme:
1. (a) Start met 2° > 0 en Az® = b, waarbij A de volledige rijrang heeft.
b) k=0 en kies € > 0.

=

2. (a) Bepaal de diagonaalmatrix D met d;; = ¥, i =1,...,n.
b) Bepaal u* door het stelsel [AD?AT|u = AD?p op te lossen.
c) vk =ATy* —pen s = —D%k,

(
- (
(
(
(

d) Als s¥ >0, dan is er een oneindige oplossing: STOP.

Anders: p, = min{

~—

f
ij ’sf < O}, kies oy, € (0,1), laat Ay = agpi en
J

s
k= 2k 4 N\, sF.
3. Als % < e: stop (neem ¥ resp. u* als oplossingen voor LP resp.
DLP).
Anders: k := k+ 1 en ga naar stap 2.

1.2.2 De centraalpadmethode

Beschouw
LP: max{p’z|Az =b; 2 >0}

en
DLP: min{b"u|ATu —v = p; v > 0},

met A een m X n-matrix met rang m. leder LP-probleem is zo te formuleren. Bij
de centraalpadmethode laten we de beperkingen z; > 0, 1 < j < n, weg. Om
z;, 1 < j < n, toch positief te houden, breiden we de doelfunctie uit met de term
,uZ?:l logz;, p > 0. Deze uitgebreide doelfunctie noemen we de logaritmische
barrierefunctie:

Bu(z) =p"z+p ) logz, (1.12)

j=1
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Zo ontstaat het niet-lineaire programmeringsprobleem:

max{ B, (z)|Az = b} (1.13)
De optimale oplossing van (1.13) is ongeveer gelijk aan de optimale oplossing van
het oorspronkelijke probleem als p dicht bij 0 ligt.
Voor de doelfunctie B, (x) geldt:

2 .
VQB#(.T):—M~X_2; u>oen [X_Q]’L] { :C»L' >O alsl—j

0 anders
Dus X2 is een diagonaalmatrix met positieve diagonaalelementen. Dus X ~2 is
positief definiet. Dus V2B, (z) = —u - X% is negatief definiet. Dus B, (z) =

pla+pd ) logx; is strict concaaf.
Dus (1.13) heeft een unieke optimale oplossing die wordt bepaald door de KKT-
voorwaarden:

Definitie KKT-voorwaarden
Voor het niet-lineaire optimaliseringsprobleem

gi(x) <0, 1<i<p
gi(x) =0, p+1<i<m [’ (1.14)

max { F(2)

met f en g; minstens één keer continu differentieerbaar, en x* een lokaal optimum
van (1.14), zijn er vectoren u* en v* zdd.:

L Vf(z*) =320 ui Vgi(x™) +ng+1 v; Vgi(z*);

2. ufgi(z*) =0, 1 <i<p;

3.uf >0, 1<i<p.
Bij (1.13) zijn de KKT-voorwaarden, inclusief toelaatbaarheid: Ju € R™ zdd. Az =
b;p; + % =37 waij, 1 <j <n.In matrixnotatie:

Az =0, ATu—p-X1le=p, (1.15)
met X een diagonaalmatrix met z;, 1 < j < n, op de diagonaal,ene = (1,1,...,1)T.

Het duale probleem min{b?u|ATu —v = p, v > 0} is analoog te benaderen met het
strict convexe probleem

min { b"u—p- 37 logw; | ATu—v=p } (1.16)

De KKT-voorwaarden zijn hier: 3z € R™ zdd. ATu —v =p; b; = 2?21 a5, 1<
i<m; -5 = Z?Zl zj(—0ij) = —x;, 1 < i <n.In matrixnotatie:

ATu—v=p, Az =b; XVe=yp-e, (1.17)

met V' een diagonaalmatrix met v;, 1 < j < n, op de diagonaal.
v="Ve=pu-X e dus geldt: x is optimaal voor (1.13) en (u,v) voor (1.16) <
(1.17) geldt.

IPM om (1.13) op te lossen
B, () heeft gradiént VB,,(z) = p+u- X "'e en Hessiaan V2B, (z) = —pu- X 2. We
kunnen B, (z + s) met een tweede orde Taylorbenadering benaderen:

1
Bu(w + )~ Bu(a) + (p+p- X 'e)Ts — oy sTX s
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Er moet gelden dat As = 0. De beste richting is de vector s die B, (z + s) maxima-
liseert, dus de oplossing van:

max{ (p+p-Xte)ls—L1u - sTX 2| As=0 } (1.18)
Voor de doelfunctie f(s) van (1.18) geldt:
aaj;%s) = fg—sf(—%usTX*Qs) =—1u g_sf (%) =—1iu ;—3 = f-:%. Dus V2f(s) =

—uX =2 en deze matrix is negatief. Dus f(s) is strict concaaf.
Dus de KKT-voorwaarden zijn nodig en voldoende voor optimaliteit:

p-Xts+ATu=p+pu-X"te; As=0 (1.19)

Dit stelsel heeft n + m onbekenden, namelijk s en u. Het is als volgt analytisch op
te lossen:
Vermenigvuldig de eerste vergelijkingen met AX? en gebruik dat As = 0. Dit geeft

u= (AX2AT)TAX?*p+ p- Xe) (1.20)

Vermenigvuldig de eerste vergelijkingen nu met X2, gebruik (1.20) en v = ATu —p.
Dit geeft

- —X?v+p-Xe
I

S

(1.21)

Iteratiestap
Begin met een 2 > 0 met AX* = b, v¥ > 0 en u¥ zdd. ATub — ok = p, pup >
0, a€(0,1) en e > 0:
1. Optimaliteitstest:
Als (vF)T2% < e: stop (2% en (u¥,v*) zijn de (benaderende) oplossingen van
het LP- resp. DLP-probleem).
Anders: ga naar stap 2.
2. (a) Hry1 = k.
(b) uftl = (AXZAT)PAIXED + preyr - Xpe]; P = ATurHL — py b =
—X20" M g1 Xe
P41
(c) ahtl =aF 4 s
(d) k:=k+1 en ga naar stap 1.
Keuze van o
In theorie blijkt de keuze

_VB-8
VB+ v

met 3 € (0, 1) willekeurig, goed te werken:

(1.22)

Stelling 1.11 Veronderstel dat we starten met z° > 0 zdd. Az°® = b, een v° > 0

en u® zdd. ATu® —v° =p, een 8 € (0,1) en een a = 1 — \/\/E[_:fﬁ’ en een g > 0

zdd. ||#—10X0‘/06 —¢e|| < (. Dan stopt het algoritme na maximaal K iteraties met

primaal en duaal toelaatbare oplosingen x en (u®,v®) met 2?21 zjv; < € en
[ 145 (a9)7°
K= [ﬁln{m S 4 P



1.2. INWENDIGPUNTMETHODES 19

Bewijsschets

M.b.v. inductie naar k wordt eerst aangetoond dat x* en (u*, v*) toelaatbare oplos-
singen van het LP- resp. DLP-probleem zijn met z* > 0, v¥ > 0en || ﬁXkaefeH <
B Vk.

Uit ||H—1kaVke —e|| < B Vk is af te leiden dat nux(1 — ) < (2F)TvkF < nug(1+ ).
M.b.v. 1 —x <e ® Vz >0 is verder af te leiden dat u; < e~ k(1-a) - b

Hieruit volgt dat (mk)Tvk <eals k> ﬁ In 20480

€
n(1—B)po < (2°)T2°, dus het algoritme stopt als k > {ﬁ ln{% . w}—‘ O
Het vinden van een oplossing die aan de voorwaarden van Stelling 1.11 voldoet
We nemen aan dat alle getallen in A, p en b geheeltallig zijn en in absolute waarde
begrensd door U. Er kan bewezen worden dat dan iedere component van een basis-
oplossing z begrensd wordt door (mU)™. Dus elz < n(mU)™
Dus het oorspronkelijke LP-probleem is equivalent met

max{p’z | Az =b; eTx < n(mU)™; = >0} (1.23)
Met de notaties b= c-ben c = 771(2@2)7” is (1.23) equivalent met
max{p’z | Az =b; e’z <n+2; x>0} (1.24)

Laat M een zeer groot getal zijn, en beschouw het probleem

max{pT:E—M:z:nJrl|Ax+(5—Ae)xn+1 =b; elatapn1+onio =n4+2; 21, ..., Tnpo > 0}
(1.25)
Het bijbehorende duale probleem is

o ~ ATy + Umpmt1€ — U = p
mn<b u+ (n+2)ums1| b—A4e)Tu + Upyr — Var1 = —M; v1,..., V042 >0
Um+1 — Uny2 = 0

(1.26)
Neem nu po = % P12+ M2 en 2 = 1 voor 1 < j <n+2. Danis 2° een strict
positieve toelaatbare oplossing voor (1.25) met bijbehorende Xy = I. Neem

W0 — 0 voor 1<i:<m
¢ pp voor i=m-+1
en

—pj +po voor 1<j<n
vy = M+puy voor j=n+1 ;
to voor j=mn-+2

dan is (u°,v%) toelaatbaar voor (1.26) en v is strict positief. Verder geldt:

Z—H(Vo—uol v||p||2+M2

De bovenstaande startwaarden voldoen dus aan de voorwaarden van Stelling 4.13.
Omdat M zeer groot is, is in de optimale oplossing van (1.25), z,4+1 = 0, en deze
oplossing is dus ook optimaal voor het oorspronkelijke probleem.

H—XOVOe —e

H_‘/O6_ ‘
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Hoofdstuk 2

Een nieuwe IPM voor het oplossen van MBP’s

2.1 Inleiding
We gebruiken hier de volgende LP-formulering;:

Primaal: min{c’z | Az =b, = > 0} (2.1)

Duaal: max{b’y | ATy +s=r¢, s >0} (2.2)

waarbij A € R™*" en A heeft rang m; c € R™, b € R™ zijn gegeven vectoren, en
r e R™ yeR™, se& R"” zijn onbekende vectoren; s is de duale verschilvariabele.
We noteren dit probleem met LP(A,b,c).

Het Vavasis-Ye-algoritme® is een inwendigpuntalgoritme dat kleine stappen afwis-
selt met grotere layered least squares (LLS)-stappen om het centrale pad te volgen.
Dit algoritme noemen we layered-step interior point, LIP. Het eindigt na een eindig
aantal stappen, en het aantal iteraties hangt alleen van A af. Bovendien is het aan-
tal iteraties polynomiaal in n. Er zijn ook IPM’s waarbij de complexiteit ook van
de vectoren b en ¢ athangt. Dit is van belang, want bij veel problemen gedraagt A
zich goed, maar b en c¢ zijn willekeurige vectoren.

2.2 Het Markovbeslissingsprobleem
Het Markovbeslissingsprobleem (MBP) kan als volgt geformuleerd worden:

Z?:l(Ej —an)l‘j =e
z; >0, 1<j<n ’

n
; T
min E C; Tj
Jj=1

waarbij E; de (n x k)-matrix is met op de j-de rij allemaal enen en verder nullen,
en P een (n x k)-matrix zdd. eI P; = €T en P; > 0 Vj; z; € R* correspondeert
met de beslissingsvariabelen die horen bij de k acties bij toestand j, en ¢; is de
bijbehorende kostenvector. Het bijbehorende duale probleem is

max{e’y | (E; —aP;) 'y <c¢;, 1<j<n}

1. S. Vavasis en Y. Ye, A primal-dual interior-point method whose running time depends only
on the constraint matrix, Mathematical Programming 74, p. 79-120, 1996

21
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Door de beslissingsvariabelen te sorteren naar acties, krijgen we de volgende formu-

lering:
k

Primaal: min {Z(ci)Txi

i=1

0 >0,1<i<k

Zle(l —aPYzrt =e }

Duaal: max{e’y | (I —aP)Ty+s' =c' ens' >0, 1 <i<k},

waarbij ' € R" correspondeert met de beslissingsvariabelen van alle toestanden
voor actie i, en P? is weer een Markovmatrix.

Als we vergelijken met de standaardvorm van een LP-probleem, dan krijgen we
A=[—-aP' ...,] —aP*]c R b=ecR" enc=(c';...;c%) € Rk,

« is de verdisconteringsfactor zdd. a = ﬁ met p > 0 de rente.

Het probleem is nu om voor elke toestan(f de beste actie te vinden zdd. de totale
kosten minimaal zijn. In dit hoofdstuk wordt een IPM ontwikkeld, waarmee het
MBP in maximaal O(n'-®(log -2 + logn)) iteraties en O(n?(log 2= + logn)) re-
kenoperaties kan worden opgelost. Het is gebaseerd op het artikel van Ye, september
20022. Tot zover bekend is dit het eerste streng polynomiale algoritme (de rekentijd
is onafthankelijk van ¢ en P) voor het oplossen van het MBP als 0 < a < 1 en « is

constant.

2.3 LP-stellingen en inwendigpuntalgoritmes

2.3.1 Optimaliteitsvoorwaarden en het centrale pad

De optimaliteitsvoorwaarden voor een optimale oplossing van LP(A, b, ¢) zijn (zie
ook (1.17) met p = 0):

Ax = b,
ATy+s = ¢,
SXe = 0, (2.3)
x>0, s>0

waarbij X = diag(x) en S = diag(s). Als LP(A,b,c) een optimale oplossing heeft,
dan is er een unieke indexverzameling B* C {1,...,n} en N* = {1,...,n} \ B*
zdd. iedere x die voldoet aan

Ap~xp- =b, xp- 20, xn- =0,
optimaal is voor het primale probleem; en iedere (y, s) die voldoet aan
Spx = C* — Ag*y =0, sy =cn+ — A%*y >0,

is optimaal voor het duale probleem.

De vergelijkingen

Axr = b,
ATy+s = ¢,
SXe = e, (2:4)
x>0, 5s>0

hebben altijd een unieke oplossing voor alle g > 0, als zowel het primale als het
duale probleem toelaatbare inwendige punten heeft (z > 0, s > 0). De oplossing

2. Y. Ye, A New Complexity Result on Solving the Markov Decision Problem, 2002 (niet gepu-
bliceerd)
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van deze vergelijkingen, (x(u),y(w), s(u)), heet het punt op het centrale pad voor
w; de verzameling van alle punten, als p van 0 tot oo loopt, is het centrale pad van
het LP-probleem.

Als p — 07, dan nadert (2.4) naar (2.3), en (z(p),y(n), s(u)) nadert naar een
optimale oplossing.

Het centrale pad heeft de volgende meetkundige eigenschap:

Lemma 2.1 Laat (z(p),y(u), s(n)) en (z(u'),y(u'), s(1')) twee punten op het cen-
trale pad zijn zdd. 0 < p’ < p. Dan geldt voor alle i dat

s < ms()s en w(u); < nar(p)
Lh.b. geldt bij willekeurige optimale (x*,y*,s*), u > 0 en i, dat
st <ns(p); en z; < nx(u);.

Bewijs
Het bewijs staat in [Vavasis]. O

2.3.2 Het predictor-corrector-inwendigpuntalgoritme

Bij de predictor-corrector-padvolgende IPM van Mizuno e.a. wordt (2.4) bij bena-
dering opgelost; dit levert een benadering (z,y, s, 1) op zdd.

0.y, s,p) = |SXe/p— el < m (2.5)

In elke iteratie daalt u verder naar 0, en (z,y, s, ) wordt opnieuw berekend.
In [Vavasis] komt het volgende lemma voor:

Lemma 2.2 Stel dat n(z,y,s, 1) = n < 1, en laat (z(u),y(p), s(1)) het punt op
het centrale pad zijn voor parameter p. Dan geldt voor iedere i:

n n
Il———)si<si(p)i < |1+— s
( 1n)s_8(u) (+177)S

en
( - 1—) z; < xi(p)i < (1 + 1—) ;
Bewijs
Het bewijs staat in [Gonzagal?. &

Voor n = 1/4 wordt dit:

(2/3)s: < ()i < (43)s:
(2/3): < 2(); < (4/3)z; (2:6)

3. S. Mizuno, M.J. Todd en Y. Ye, On adaptive-step primal-dual interior-point algorithms for
linear programming, Mathematics of Operations Research 18, p. 964-981, 1993

4. C.C. Gonzaga, Path-following methods for linear programming, SIAM-review 34, p. 167-224,
1992
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Uit (2.5) volgt dat pu(1 —no) < [SX]i < (14 1), en dus geldt dat

Va1 =) < II(SX)ll//QQII < Vull+m)
— L < I(SX)™ <
Vi(l+no) T IC ) = V 1(1=no)

De nieuwe g wordt nu berekend door in een predictor-stap twee gerelateerde kleinste
kwadraten problemen (KK-problemen) op te lossen:

2.7)

min{||D~Y2(8s + s)|| | s = —AT 8y, ofwel §s € R(AT)},
waarbij R(AT) de kolomruimte van AT is, en D = X 15, en
min{|| D20z + )| | Adz = 0, ofwel 6z € N(A)},

waarbij A/(A) de nulruimte van A is. Deze twee KK-problemen hebben oplossingen
(07, 5) resp. 0F.

Lemma 2.3 Er geldt dat

Az = 0,
AT6g+65 = 0, (2.8)
DY25z + D~1/255 = —X1/281/2¢,

Bewijs
De eerste twee regels van (2.8) volgen direct uit de KK-problemen.
Bij het eerste KK-probleem geldt voor de Lagrangefunctie F' dat

1
F(ds, dy,v) = 5(65 +8) D7 (05 + 5) —vT (65 + ATy — 0).

5 =0= Av =0;
IE _ ()= §s4+ AToy =0= s = —ATdy
SE =0 = D 1s+s)=v=AD'(0s+s) = Av=0= A6s+s) =0 =
—AATSy + As =0 = 6y = (AAT) 1 As.
Hieruit volgt dat

65 = —AT(AAT) " As.

Voor het tweede KK-probleem geldt dat
_1 T T _
F(dz,u) = 5 (0x + )" D(0x + z) — u" (Adz — 0).

9L — 0= Adx = 0= ADéz =0

L — = D(6z+a) = ATu = AD(6z + ) = AATu.

Omdat ADéx = 0, volgt hieruit dat u = (AAT)"1ADz, dus
67 +x = AT(AAT) ' Ax.
Hieruit volgt dat

S6% + X b5 S{AT(AAT)"'AXe — Xe} — X{AT(AAT) 1 ASe}

= SX{AT(AAT) ' Ae — AT(AAT) 1 Ae} — SXe
—SXe.
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¢
Uit de derde regel van (2.8) volgt dat
S6% + X5 = —Xs (2.9)
Omdat 6 € N(A) en §5 € R(AT), is (62)T - §5 = 0, en hieruit volgt weer dat
| DY25z||% + | D~/%63|? = np. (2.10)

De volgende benadering (Z, g, 5) wordt nu gedefinieerd door
(z,9,5) = (z,y,s) + 6(0z, 67, 65),

en dit is voor een geschikte § € (0, 1] een strikt toelaatbaar punt. (Dit noemen we
de predictorstap.)
Met de notatie AZ = diag(dZ) en A3 = diag(ds) geldt verder dat

SX = (S+0A35)(X +0Az)
= SX+0{XA5+ SAZ} + 0*AsAx

SX —60XS+ 0*°AsAz

= (1-0)SX +60*A3Az.

En dus is
1 _ _
n(Z,y,5u(l—20 = —||SXe—pu(l—~0)e
@R5u1=0) = —] (10
= Lisxe—pe+ -2 aso)
= . e — pe T 30T
92
< —||A56Z]|.

Het is dus mogelijk om 6 zo te kiezen dat

Vervolgens wordt een correctorstap genomen: m.b.v.

S0t + X65 = pe— X3
Aéz = 0,
—ATég—65 = 0

wordt vanuit (Z,y,§) een nieuwe (x,y,s) berekend zdd. n(z,y, s, u(l — 0)) < no.
(Zie [Ye, 1997)5, p. 131 en (4.17)). Het predictor-corrector-inwendigpunt algoritme
wordt nu:

1. Start met (z,y, s, 1) zdd. n(x,y, s, u) < no =1/4. Kies € > 0.

2. Predictorstap: bereken (6Z, §7, d5) m.b.v. (2.8);
(%,7,3) = (x,y,s) + 0(6Z, 67, 5), waarbij @ € (0,1) de grootste 6 is zdd.
n(ja Y, 5,}1,(1 - 9)) < 2770

5. Y. Ye, Interior Point Algorithms: Theory and Analysis, JohnWiley & Sons, 1997
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3. Correctorstap: bereken (dz’,07’,5") m.b.v.

Soz' + X058 = pe— X35
Az = 0,
~ATsy — 65 = 0;

(x,y,s) := (Z,7,8) + (6, 67, 65").
4. Als z7s < e: STOP;
Anders: ga naar stap 2.
Voor de stapgrootte 6 en voor het aantal iteraties gelden de volgende lemma’s:

Lemma 2.4 De stapgrootte kan in iedere iteratie groter zijn dan ﬁ.

Bewijs
In [Mizuno] staat (Lemma 4, p. 971): Als o = 1/4, dan voldoet de stapgrootte in

de predictorstap aan
1/2
1 H
6 > 61 := min ( ) ,
{ STPdl

waarbij p := X ~1/281/26z, ¢q := X1/2871/2§5 en P = diag(p). Uit Lemma 4.14(i)
en Lemma 4.15(1) uit [Ye,1997] volgt dat || Pql| < —nu, en hieruit volgt dat

. 1 1/2 (11 Lo
min = mins{ — =
2v2nu 2" 81/4,/n 23/4/n = 4yn

als n > 2. &

Lemma 2.5 Het predictor-corrector-inwendigpuntalgoritme reduceert p tot p' (<
w) in maximaal O(yv/nlog(p/u')) iteraties.

Bewijs
In [Ye, 1997] staat (Stelling 4.18): als no = 1/4, dan stopt algoritme 4.5 na k <
O(y/nlog((z°)Ts%/¢)) iteraties.
Dan is dus p* = (2%)Ts* <e.
Dus het algoritme reduceert p :

= s¥ tot p/ = pP in k iteraties. Omdat
e > (aM)"s* = p, is O(y/nlog((z°)"

(x0T
s"/€)) < O(V/nlog(u/p')). &

2.3.3 Eigenschappen van het MBP
We nemen vanaf nu £ = 2. Dan wordt het MBP:

: T, 1 ot 2| (I —aPh)a! + (I —aP?)z? =e
mln{(c Y+ () x 2l 22 >0 (2.11)
en het duale probleem wordt:
(I —aPHTy+ st =¢t
max{ ely| (I— aP2) y+s2=c? (2.12)

st s2>0
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Lemma 2.6 Het MBP heeft de volgende eigenschappen:
(i) Het primale en duale MBP hebben inwendige toelaatbare punten als 0 < a < 1.
(ii) De verzameling toelaatbare punten van het primale MBP is begrensd:

met x = (x!;2?).

(iii) Laat & een toelaatbare basisoplossing van het MBP zijn. Dan geldt voor iedere
basisvariabele z; dat x; > 1.

(iv) Laat B* en N* de optimale opsplitsing van het MBP zijn. Dan bevat B* min-
stens één toelaatbare basis: |B*| > n en |[N*| < n;
voor alle j € B* is er een optimale oplossing x* zdd. z > 1.

(v) Laat Ap een willekeurige toelaatbare basis zijn en Ay een willekeurige deelma-
trix van de restkolommen van de matrix A. Dan is

2”\/5
-1 < )
I(Ap) "t An < T2

Bewijs
Het bewijs staat in [Ye, 2002]. Er wordt gebruikt dat e’ P = el (I — aP)~! =
I+ aP +a?P?+ ..., en het feit dat P* een Markovmatrix blijft voor k = 1,2,.. ..

&

We mogen aannemen dat ¢ > 0, omdat de optimale oplossing van het MBP niet
verandert als we ¢+ ve i.p.v. ¢ gebruiken.

2.4 Combinatorische inwendigpuntmethode voor het
oplossen van het MBP

De methode die wordt besproken, heeft maximaal n hoofdstappen, waarin in ie-

dere stap minstens één variabele in N* wordt geélimineerd. De methode gaat

dan verder met minstens één variabele minder. Elke hoofdstap gebruikt maximaal
O(n°®(log 12 + logn)) predictor-corrector-iteraties.

2.4.1 Complexiteit om een punt dicht bij het centrale pad te berekenen

Voor de methode is eerst een punt (z,y, s, u) dicht bij het centrale pad nodig dat
voldoet aan ||SXe/u— e|| < ng. Neem

() = (I —aP) e, i=1,2

= (1)

een inwendig toelaatbaar punt voor het MBP, en

en

Dan is z9

1
.’L'O Z 56 S R2n.

Neem verder
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waarbij v groot genoeg wordt gekozen zdd.

el

s">0eny> .
n

Neem u° = (2°)7s%/(2n) en beschouw de potentiaalfunctie
2n
d(z,5) = 2nlog(s’z) — Zlog(ijj).
j=1

Laat ¢; de j-de component zijn van ¢ = (c';¢?) > 0. Dan geldt na enig rekenwerk,
zie [Ye, 2002], dat

2
#(2°,5°) < 2nlog(2n) + 2nlog <1 — a> .

Met dit algortime kunnen we dus (volgens [Ye, 2002]) een (2,9, s%) vinden zdd.
n(z°,y°, s°, u®) < no. Hiervoor zijn maximaal O(n(log 12 +logn)) iteraties nodig,
en per iteratie O(n?) rekenkundige bewerkingen.

2.4.2 Het elimineren van variabelen in N*

Lemma 2.7 Voor willekeurige p € (0, u°] voldoen de oplossingen x () en s(p) van
(2.11) en (2.12) aan

n l1—«

. >
L en s(u); > —

wvy=1,...,2n,

en

1
x(p); > on en s(p); < 2nup Vj € B*.

Bewijs

Volgens Lemma 2.6(ii) geldt dat e’z = 2. Hieruit volgt dat a(u); < 2= Vj =
1,...,2n.

Omdat er 2n variabelen zijn, volgt uit Lemma 2.1 en 2.6(iv) dat 2nx(u); > zj >
1Vj € B*.

De grenzen voor s(u); volgen uit (2.4). &

Definieer een klooffactor

o 10n2(1 + 770)
T U —avi-m

en definieer voor een willekeurig punt (z,y, s) in de buurt van het centrale pad zdd.
0@y, s, 1) < 1o:

(> 1), (2.13)

Ji(p) = {i|s; <3np},
Ja(n) = {jls;23nu-g}, en
Ja(p) = {de rest van de indices}.
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Dan geldt voor alle j; € Ji(p) en j3 € J3(p) dat
i 1
o< Zc (2.14)
Sjs g

Uit lemma 2.7 en (2.6) volgt nu voor willekeurige j € B* dat

w

Sj

2np <

= —— i —2np = 3nu,
s(1); s(1); 2

en hieruit volgt:

Lemma 2.8 Met de definities voor Jy(u) en J3(u) geldt:
(i) B* C Ji(p) Y zdd. 0 < o < po, dus Jy () bevat altijd een optimale basis.
(ii) Omdat g > 1, is Js(u) C N*.

Omdat J3(p) C N*, is iedere primale variabele in J3(u) gelijk aan 0 in iedere primale
optimale oplossing. Dus kunnen we, als J3(u) # 0, elke primale variabele in J3(u)
verder buiten beschouwing laten (elimineren). Om toelaatbaarheid te garanderen,
lossen we het volgende KK-probleem op:

Iglzlfl{ ||Di/26x1|\ ‘ A0z = Asxs } (2.15)

Index 4 geeft hier de deelvector of deelmatrix van indexverzameling J; () aan, en
Dy = XflSl. Dit probleem is altijd toelaatbaar, want A; bevat B* en B* bevat
minstens één optimale basis.

Er geldt dan dat

Aq(z1 + 0x1) + Aszg = Arx1 + Asmg + Azzz = .
De vraag is nu of x1dx1 > 0:

Lemma 2.9 Er geldt dat Ay(x1 + 6x1) + Asxe = b en (x1 + dx1;22) > 0, en, als

Ny > 1+5V0101, ook dat

n((x1 + 0x1;22),y, (s1382), 1) < 2no.

M.a.w., het is een punt dicht bij het centrale pad voor (2.11) en (2.12) voor dezelfde
u, na het verwijderen van alle primale variabelen en duale voorwaarden in Js(u).

Bewijs
Laat Ap een optimale basis zijn met Agp C A1, en laat B de indexverzameling van
de basis zijn. Dan geldt dat (zie hieronder)

A DTYAT = ApDZP AL -0,

waarbij betekent U »= V dat U — V positief semi-definiet is, en V' = 0 betekent dat
V positief definiet is:
Schrijf

Alz(AB|R)enD1:(%B l;)R)
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Dan is

Af
RT

ADT AT = (( AgDy' | RD' ) ( > = ApD3'AL + RD'R”.
Dus A1 Dy AT — ApD3' AL = RDL'RT en deze matrix is positief semi-definiet,
want Dp > 0. Het KK-probleem (2.15) is equivalent met

win { 1[1D/26m |12 | Avbos = dgas },

en hierbij hoort de Lagrangefunctie
1
F(&xl,u) = 551‘?D151‘1 — UT(Al(S.I‘l — Agwg).

%—5 =0= A1 = A3$3.

6%51 =0 = Didx; = A,{’u = A1Dqb6x1 = AlA,{u = A0z = AlDl_lA?u =

A3.’L‘3 = AlDl_lA?u = u = (AlDl_lA?)_lA3.’L'3, en dus is

5391 = D;lA,{u = D;lA?(AlDflA?)_lAgl'g.
Hieruit volgt, zie [Ye, 2002], dat
RO ER

en
| X 02| < 1.

Dus
x1 + 0z = X1(€+Xf16$1) > 0.

Verder is, zie [Ye, 2002],

S1 0 1 + 0x1 _
0 SQ i) pe

en als no > Y% ~ 0.221, dan is nop + /T + 1jop/5 < 2mop. O

< nop+ /1 + nmop/5,

2.5 Complexiteit om ervoor te zorgen dat Js(u) # ()

Als J3(p) = 0 bij beginwaarde p°, dan passen we de predictor-corrector-methode
toe: we berekenen de predictorstap m.b.v. (2.8) in het punt (z,y, s) met n(z,y, s, u°) <

To-
We bekijken eerst het geval dat N* = ().

Lemma 2.10 Als N* = (), dan is iedere toelaatbare oplossing van (2.11) een opti-
male oplossing.

Bewijs
Als N* =0, danis s = ¢ — ATy = 0, dus 2”'s = 0. Dus iedere toelaatbare oplossing
van (2.11) is optimaal. O
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We mogen daarom aannemen dat

1 1
0._ —1/2(5= _ 1/2 5~
€ = —=||D"/*(05+ s)| = —=|| D"/ =z| > 0. (2.16)
/110 /110
Definieer verder 0
f = max {0, AL } . (2.17)
Mo

Neem nu een stap waarvan de richting wordt bepaald door (2.8); dit levert de
volgende (Z, g, §) op:

z = x40z,
y = y+060y,
5 = s+00s.
Lemma 2.11 Als § < 1 in (2.17), dan is (7,7, 3) strikt toelaatbaar. Bovendien is
(2,7, 5 1’ (1—0)) <2
Bewijs - -
Het lemma is waar voor 6§ = 0. Neem daarom aan 6 > 0:
0 B 0
VI owel a=1 - Y S g,
7o Mo
Laat 6 € (0,0] en definieer
x(0) = x+00z
y(0) = y+00y
s(0) = s+064s

Dan is m.b.v. (2.9) en (2.10) te bewijzen dat

n(x(0),y(0),5(0), n° (1 = 0)) < 2no,

zie [Ye, 2002].

Nu rest het bewijs dat (2(0), y(0), s()) toelaatbaar is. De afstandsmaat n(x(9), y(6),
5(0), 101 —0)) = ||S(0) X (0)e/(u°(1 — 0)) — e]| is een continue functie van @ voor
6 € (0,0]. Hierboven is bewezen dat n(z(6), y(@),s(@),,uo(l —0)) <2npyg < 1V0 €
(0, 0]. Dit kan alleen als 2(6);,s(6); # 0 Vi = 1,...,2n. Ook geldt dat 2(0) = = > 0
en s(0) = s> 0, en dus is 5(9) >0 en z(0) > O voor alle 6 € (0, §]. $

Lemma 2.12 Als € > 0, dan is er een variabele met index j zdd. j € N*, en

S 1*770(1*@#0 0
() > ¥ e
2\/5’17,2'5

voor alle p € (0, ).
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Bewijs
Er geldt (zie [Ye, 2002]) dat

VI= 01 — a)p®
oo > YT 0 o,
\/§n1-5

Uit Lemma 2.1 (toegepast op 2n variabelen) volgt dat er een variabele met index j
is, zdd. j € N*, en

55 _ sl o VI=0(1 — a)u’
=> L = = > Yu € (0, u°].
sWiz g, =5 2 NI € (0, 1]
o
Er zijn nu twee mogelijkheden:
0
Ve o (2.18)
"o
en
N
VAL (2.19)
"o

Als (2.18) geldt, dan is = 0 en
"o nov'T = 1no(1 — a)u®

€ > ﬁ en s(p); > ,

7= 2v/2n3

waarbij index j € N* de index uit lemma 2.12 is. Pas in dit geval het predictor-
corrector-padvolgende algoritme toe totdat

nov'T —no(l — a)
8v2n4 - g '

W
— <
po =

Dan is
VT =mo(1 —a)u’
s(u); >
2/2n3

en in een willekeurige (z,y, s) zdd. n(z,y, s, 1) < no, is

Y

4 16
sj 2 ps(u)j 2 wnu-g > 3npu-g.

Dus nu is j € J3(u) en hij kan geélimineerd worden.
Als (2.19) geldt, dan is

_ 0 VI=10(1 —a)(1—8)u°
1—0= ﬂ en S(N)j > Mo 1o ( a)( )i :
10 2v/2n3

waarbij index j € N* weer de index uit lemma 2.12 is. Na één predictorstap wordt
u° gereduceerd tot (1 — 0)u°. Pas daarna weer het predictor-corrector-padvolgende

algoritme toe totdat
B oyl —mo(l —a)
(1—0)ud — 8v/2nt - g '

Dan is
s(p)y > 4np- g,
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en in een willekeurige (z,vy, s) zdd. n(z,y, s, 1) < no, is

4 16
sj 2 gs(u); 2 pnu-g>3np - g.

Dus nu is j € J3(p) en hij kan geélimineerd worden.

In beide gevallen zijn maximaal O(n’®(log 2= +logn)) iteraties van het predictor-
corrector-algoritme nodig om g voldoende te reduceren:

na één iteratie van het predictor-corrector-inwendigpuntalgoritme wordt u een fac-
tor 1 — 6 kleiner, en het algoritme reduceert p tot p’ in maximaal O(y/nlog ﬁ,)
iteraties. ) -

In geval (2.18) geldt: zodra £ < 2U-m)(A=0) 1oy § geslimineerd worden. Dus, als

80v/2n8(1+n0) ’
no € [1/5,1/4], dan is

w - no(1 —mno)(1 — )
w1 —0) = 80v/2n5(1 + o)
o 80v/2n5(1 4 n0) - 80v2nS-15/2  600v/2n"

pom(d=m)1-a)(1-0) " 1-a)1-6) (1-a)1-0)
en dit is < %si?nte omdat 6 € (0,1).

In geval (2.19) geldt: zodra (f 57 < 7;%(\1[:8()1(1”;")) kan j geélimineerd worden. Dus:

1 L Mol —m0)(1 ~ o)
p(l—0)(1—10) = 80v2n(1+no)
" 80v/2n8(1 + 1) - 600v/2n°

< _ < _
po (M =mo)(1 —a)(1=0)(1—0) = (1 -a)(1-0)
en dit is < % omdat 6 € (0,1).

Er zijn dus maximaal O(y/n(log 12— +6log n+log ?PE%% )) = O(v/n(log = +logn))

iteraties nodig.

Deze hoofdstap is maximaal |[N*| < n keer nodig; uiteindelijk is N* = ) en stopt
het algoritme volgens lemma 2.10.
Samengevat:

Stelling 2.1 Het combinatorische inwendigpuntalgoritme geeft een optimale oplos-
sing Van (2.11) in maximaal n eliminatiestappen, en iedere stap gebruikt O(n°-°
(log T~ +logn)) iteraties van het predictor-corrector-inwendigpuntalgoritme.

M.b.v. het ‘Karmakar rank one updating scheme’ zijn er per iteratie gemiddeld
O(n*?®) rekenkundige operaties nodig. Hieruit volgt:

Stelling 2.2 Het combinatorische inwendigpuntalgoritme geeft een optimale op-
lossing van (2.11) in maximaal O(n*(log 12 + logn)) rekenkundige operaties.

Volgens [Ye, 2002] is bij een MBP met k acties per toestand op vergelijkbare wijze
te bewijzen:
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Stelling 2.3 Het combinatorische inwendigpuntalgoritme geeft een optimale oplos-
sing van het MBP in maximaal (k — 1)n eliminatiestappen, en iedere stap gebruikt
O((nk)°®(log 2= +log n-+log k)) iteraties van het predictor-corrector-inwendigpunt-
algoritme, waar n het aantal toestanden is en k het aantal acties voor iedere toe-
stand. Het MBP is zo op te lossen met in totaal maximaal O((nk)?*(log == +log n+
log k)) rekenkundige operaties.



Hoofdstuk 3

Gemiddelde-opbrengst-criterium

In dit hoofdstuk wordt voor de waardevector v*(7°°) een Laurentreeks ontwikkeld.
Daarna worden extra gevoelige optimalitieitscrtieria ingevoerd. Voor het criteri-
um van n-verdisconteerde optimaliteit wordt tenslotte een algoritme gegeven. Dit
hoofdstuk is gebaseerd op [Kallenberg 2].

3.1 Stationaire, fundamentele en afwijkingsmatrix

Een N x N-matrix P is een stochastische matrix als p;; > 0 en Zj pij = 1Vi,j=

1,..., N. Het is de overgangsmatrix van een stationaire Markovketen met toestands-
ruimte {1,...,N}.
pE?) := [P"];; geeft de kans aan dat het proces in n stappen van toestand i naar

toestand j gaat.

Toestand j is bereikbaar vanaf i als pl(?) > 0 voor zekere n € Ny. Notatie: i — j.
Toestand ¢ is absorberend als p; = 1, m.a.w. vanuit toestand ¢ is alleen toestand ¢
bereikbaar.

1 en j communiceren als ¢ — j en j — i. Notatie: 7 < j.

1 is recurrent als i — j impliceert dat j — 1.

R is de verzameling van alle recurrente toestanden. Uit de definitie van recurrentie
volgt dat R gesloten is, d.w.z. p;; =0Vi € R,j ¢ R.

< is een equivalentierelatie, en dus kan R opgesplitst worden in deelverzamelingen:
R=RiURsU---UR,,, waarbij in Ry elk tweetal toestanden communiceert, en er
geen echte deelverzameling van Ry bestaat met deze eigenschap.

De deelverzamelingen Ry heten ergodische verzamelingen.

Als m =1 en R =S, waarbij S de toestandsruimte is, dan wordt de matrix irredu-
cibel genoemd.

De niet-recurrente toestanden worden transiént genoemd.

Als de ergodische verzamelingen Ry, ..., R,, en de transiénte toestanden 7" bekend
zijn, dan kan de stochastische matrix, na hernummeren van de toestanden, als volgt
geschreven worden:

P 0 - 0 0\ R
0o P --- 0 0 Ry

P=1 00 : (3.1)
0 0 -~ Pn 0 | Rm

Q1 Q2 - Qm Q T

1. L.C.M. Kallenberg, Markov Decision Theory, Univ. Leiden

35
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Vorm (3.1) is de standaardvorm van een stochastische matrix.
Voor de recurrente toestanden ¢ € R wordt de periode d; gedefinieerd door

d; ==ggd{n e N | pgf) > 0}. (3.2)

Er kan bewezen worden dat de toestanden van een ergodische verzameling dezelfde
periode hebben (zie bijv. [Kallenberg, 2001]).

Deze periode wordt de periode van de ergodische verzameling genoemd.

Een ergodische verzameling met periode 1 wordt aperiodiek genoemd.

Diverse eigenschappen van stochastische matrices
Laat P een stochastische matrix in standaardvorm (3.1) zijn, en neem aan dat
T # (). Volgens [Kallenberg, 2001] geldt dan dat Q™ — 0 als n — oco. Omdat

T-QUI+Q+Q*+...+4QV H)=I—-Q", neN, (3.3)

is het rechterlid van (3.3) regulier. Dus ook het linkerlid is regulier, en we krijgen
het volgende resultaat (de Neumann-reeksontwikkeling):

Lemma 3.1 [ — Q is regulieren (I —Q)™' =377 , Q™.

Opmerking: voor i,j € T kan [Y. 7, Q"];; geinterpreteerd worden als het ver-
wachte aantal keren dat toestand j bezocht wordt als in i wordt gestart. Omdat
1,7 € T, is dit aantal eindig.

Het limietgedrag van P™ als n — oo.
0 1
1 0
1 0 . n 0 1 . . n
< 0 1 ) als n is even, en P" = ( 10 > als n is oneven. Dus lim,,_,.. P™ be-
staat niet.
Daarom bekijken we twee andere soorten convergentie:

1. De rij {B,}22, heet Cesaro-convergent met Cesaro-limiet B als

In het algemeen bestaat lim,,_,, P™ niet: neem bijv. P = ( ), dan is P™" =

C C
bestaat en gelijk is aan B. Notatie: lim, ., By © B, of B, (—>) B.

2. De rij {Bn}52 heet Abel-convergent met Abel-limiet B als

oo

2?11(1 —a) ano a" B,

bestaat en gelijk is aan B. Notatie: lim,_,~ By @ B, of B, (i) B.

De volgende stelling geeft het verband tussen deze twee soorten convergentie aan:

Stelling 3.1 Als de rij {B,}52, Cesaro-convergent is met Cesaro-limiet B, dan is
{Bn}22, ook Abel-convergent, en By, @ B.

Bewijs
Zie [Powell en Shah, 1972]% of [Widder]?. O

2. R.E. Powell en S.M Shah, Summability theory and applications, Van Nostrand Reinhold, Lon-
den, 1972

3. D. Widder, Laplace transform, Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1946
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Verder geldt het volgende:

Stelling 3.2 (i) Gewone convergentie impliceert Cesaro-convergentie;
(ii)) Gewone convergentie impliceert Abel-convergentie;

(iii) Het omgekeerde van (i) en (ii) geldt niet;

(iv) Abel-convergentie impliceert geen Cesaro-convergentie.

Bewijs

(i) De rij {Bn}o2, is ‘gewoon’ convergent als

Ve>03IM eN: Vn>M: |B,—B|<e.

Er geldt dus dat

n—1 n—1
1
|<hm—§ Bk>—B: hm—g (B, — B)| =
n—oo n n—oo N
k=0 k=0

M—-1 n—1
1
1 il _ _
T ( S e B)+ S B>) <
k=0 k=M
1 M-1 1 n—1
lim |— (kaB) + lim |— (kaB) =
n—oo | N n—oo | N
k=0 k=M
1 n—1
0 - — im — —
+nler;O - Z(Bk B) <n11—>H;on ne=e¢
k=M
Dus B, % B.
(ii)
lim(1 — « a"B, | — B| = |lim(1 — « a" (B, — B
(st S ) -] = s -0 o

M—1 00
lim(1l — « (B, — B)| +1lim(l —« o"(B, — B
i) | 32 (B, = B)| im0~ )| 3 a7 B
0+ 1lim(1l — « a™ (B, — B)| <
i) | 3 (B, -
lim(1 — o a"|B, — B| <
i) 3 ol B

37
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(iii) Neem B,, = (71)”, n € Ny. Deze rij is niet convergent. Maar
limy, oo & Z k=0 Bk = 0, dus de rij is wel Cesaro-convergent. Verder is

> 1
ElTrrll (1-a) 2 Oa"B —hm(l—a)nz(:)( a)":ngrrll(l—a)lJra:O.

Dus de rij is ook Abel-convergent.
(iv) Neem {B,}>2,=0,1,—-1,2,-2,3,-3,..., ofwel

Bop_ 1=k, keN
Bgn =-nNn, n S NO

Nu is

11?11 (1-« Z a"B,, = hm 11—« lz onk_lng,l + Z a®" By, | =
@ n=0 k=1 n=1

g?ll(l—a) [ga%l'kia%'nl E%lai 2n—1( n =
hmozlfoz i

Omdat

2 na" =D (ntla" =) ot =) qram oo = e d et

dfa N 1 1 1
da \1—-« l-a (1-a)2 1-a

i oo 2n — 1 1 .
s> o0 n= (i—a?)? ~ 1-a2 el dus is

1 1 1 1-a\ 1
lim(1— "B, =1 1- — =1 — ——
fim(l=a) 2 a lim (1-0)” ((1a2)2 1a2) afl ((1+a)2 1+a) 1

Dus {B, }j’f o 1s Abel—convergent
Maar als n oneven is, dan is - Zk 0 Bk =0, en als n even is, dan is - Zk o Br =

%Bn,l = % -5 = 5. Dus hmnﬁOO - > n_o Br = 0 bestaat niet, dus {Bn}n:0 is niet

Cesaro—convergen‘c

Stelling 3.3 Laat P een stochastische matrix zijn. Dan geldt:

(i) P* :=lim, %ZZ;& P* bestaat, m.a.w. P" ) P*;

(ii)) P*P = PP* = P*P* = P*.

Bewijs
Zie [Kemeny en Snell, 1960]%. &

P* wordt de stationaire matrix van P genoemd.

4. J.G. Kemeny en J.L. Snell, Finite Markov chains, Van Nostrand, Princeton, 1960
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Lemma 3.2 limgq1(1 — ) Y2 a™(P" — P*) = 0.

Bewijs
Er geldt dat

1
lim(1 — ) a"P* = P*lim(1 — «)

- p*
ole all 11—« '

Dus we moeten bewijzen dat

lim(1 — «) a"P” P*.
aTl

Uit stelling 3.3 volgt dat de rij { P"}22, Cesaro-convergent is met Cearo-limiet P*,
dus is, volgens stelling 3.1, {P"}2°, ook Abel-convergent met Abel-limiet P*, dus

lim(1 — «) oz"P" pP*.

aTl
¢
Stelling 3.4 Laat P een stochastische matrix zijn. Dan geldt:
(i) I — P + P* is regulier en Z := (I — P + P*)~! voldoet aan
1 n k—1
Z =1 — *
Jim 5 2 2 (P =)
=1 1i=0
(ii) D := Z — P* voldoet aan
n k—l
D= lim — Z
e z:O
en
P*D=DP*=(I—-P)D+P*—I1=D(I—-P)+P*—1=0.
Bewijs
Zie [Kemeny en Snell, 1960]. O

Z en D worden de fundamentele matrix resp. afwijkingsmatrix genoemd. De naam
‘afwijkingsmatrix’ wordt duidelijk als we aannemen dat P irreducibel en aperio-
diek is. In dat geval heeft P* identieke rijen, en kan bewezen worden dat D =
oo o(P™ — P*): zie [Veinott, 1974]5.

Lemma 3.3 (i) Z =limay1 Y, g™ (P — P*)™.
(ii) D = limap; 3220, o (P — P¥).

5. A.F. Veinott Jr., Markov decision chains; G.B. Dantzig en B.C Eaves (eds),Studies in optimi-
zation, Studies in Mathematics, deel 10: The Mathematical Association of America, p. 124-159,
1974
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Bewijs
(i) limogp I —a(P—P*)|"'=I-P+P*)" ' =Z.
(ii) limag1 Yoo @™ (P — P*) =32 o(P™ — P*) = D. &

Tenslotte geldt de volgende relatie tussen de gemiddelde verwachte opbrengst ¢p(7>°),
de totale verwachte verdisconteerde opbrengst v*(7°°) en de totale verwachte op-
brengst over T' periodes v” (7°°) voor een stationaire strategie 7°°:

Stelling 3.5 (i) ¢(7>) = P*(m)r(n);
(ii) () = limap1 (1 — @)v*(7™);
(iii) v (7°°) = T¢(m) + D(m)r(m) — PT(x)D(m)r ().

Bewijs
Het bewijs staat in [Kallenberg 2]. O

3.2 De Laurentreeksontwikkeling

We laten zien dat er een deterministische strategie f§° bestaat zdd. v®(f) = v* Vo €
[ag, 1) voor zekere ayg. fo is dan een Blackwell-optimale strategie. Er geldt:

Stelling 3.6 Er zijn getallen oy, @1, - - ., g, @—1 en deterministische strategieén
o0 o0 oo dd .
o s, JE° 2dd.:

(H0=am <am-1<...<a<a_1=1;
(ii) v (f5°) = v* Va € [aj,aj-1), j=m,m —1,...,0.

Bewijs

Het bewijs staat in [Kallenberg 2]. Er wordt eerst aangetoond dat er een Blackwell-
optimale strategie f§© bestaat. Vervolgens wordt m.b.v. de Heine-Borel-Lebesgue-
overdekkingstheorie [Zaanen, 1967]% een eindige open overdekking van [0,1] gecon-
strueerd. Hiermee wordt (ii) bewezen.

Stelling 3.7 Definicer u=!(n) = P*(m)r(r), u®(w) = D(m)r(r), en uFT1(r) =
— D(m)u¥(r), k > 0. Dan geldt voor ap(m) < a < 1 dat

e S A oo () = PO
v (m )ak_z_1< ” ) uk (), Waarbyao(ﬂ)fm.

Bewijs
Laat (m) == 2372 | (ﬂ)kuk(w) Dan is

T« «

sy = 20) DST) i {0‘ - 1D(7r)} ' r ()

1-a «
k=0
voor ||2=LD(7)|| < 1, d.w.z. % <a<l.
Omdat v*(7°°) de unieke oplossing is van het lineaire stelsel [I — aP(m)]z = r(w),
is het voldoende om te laten zien dat r(w) — [I — aP(m)]z(7) = 0. Dit wordt in
[Kallenberg 2] aangetoond. O

6. A.C. Zaanen, Integration, North Holland, Amsterdam, 1967
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Gevolg 3.1 v*(7>°) = % +u®(7) + e(), waarbij limag1 €(a) = 0.

3.3 Extra gevoelige criteria

Bij het gemiddelde-opbrengst-criterium (§1.1.3) wordt geen rekening gehouden met
opbrengsten in een eindig aantal periodes. Zo wordt geen verschil gezien tussen
bijv. de opbrengsten 0,0,0,0,... en 10,10,0,0,0,.... Daarom zijn er criteria nodig
die onderscheid maken tussen zulke rijen opbrengsten: extra gevoelige criteria. Eén
manier om een criterium te maken, is het gebruik van verdiscontering met « T 1.
Een andere manier is het gebruik van extra gevoelige gemiddelde-opbrengst-criteria.
Hieronder worden zes criteria besproken. Het blijkt dat voor alle criteria, behalve
nummer 5, deterministische optimale strategieén bestaan.

1. Bias-optimaliteit
Een strategie R, wordt bias-optimaal genoemd als

E?ll[v (Ry) —v°] =0.

Er kan bewezen worden dat bias-optimaliteit gemiddelde optimaliteit impliceert?.

2. Blackwell-optimaliteit
R, heet Blackwell-optimaal als v*(R,) = v® Ya voldoende dicht bij 1, m.a.w.

Jag € (0,1) : v*(Ry) = v Va € [, 1).

Uit Blackwell-optimaliteit volgt dus bias-optimaliteit. Het omgekeerde is niet waar:
in [Kallenberg 2] staat een tegenvoorbeeld dat is overgenomen uit [Blackwell, 1962].
In [Blackwell, 1962] wordt ook bewezen dat er altijd een Blackwell-optimale strate-
gie bestaat.

3. n-verdisconteerde optimaliteit
Criteria 1 en 2 zijn speciale gevallen van n-verdisconteerde optimaliteit, n = —1,0,
1,.... R, heet n-verdisconteerd optimaal als

2?11(1 —a) "R, —v¥] =0.

Invullen van n = 0 geeft dus het criterium van bias-optimaliteit. In [Veinott, 1969]%
wordt bewezen dat (-1)-verdisconteerde optimaliteit equivalent is met gemiddelde
optimaliteit, en dat Blackwell-optimaliteit hetzelfde is als n-verdisconteerde opti-
maliteit voor alle n > N := #5.

Lemma 3.4 (i) n-verdisconteerde optimaliteit impliceert (n — 1)-verdisconteerde
optimaliteit;

(ii) Blackwell-optimaliteit impliceert n-verdisconteerde optimaliteit voor alle n;
(iii) n-verdisconteerde optimaliteit is equivalent met het criterium

limTilnf(l —a) " [v*(R.) —v*(R)] > 0VR € C,

7. D. Blackwell, Discrete dynamic programming, Annals of Mathematical Statistics 33, p. 719-
726, 1962

8. A.F. Veinott Jr., Discrete dynamic programming with sensitive discount optimality criteria,
Annals of Mathematical Statistics 40, p. 1635-1660, 1969
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waarbij C' de verzameling van alle strategieén is.

Bewijs
(i) Als R, n-verdisconteerd optimaal is, dan is

2?11(1 —a) "vY(R.) —vY]=0=

g%l(l —a)-(1—a) "[v*(Rs) — 0] =0=

lim(1 — ) "+ o () — 0] =0,

en dus is R, (n — 1)-verdisconteerd optimaal.
(ii) Als R. Blackwell-optimaal is, dan is

v*(Ry) = v* Va € [ap, 1) = (1 — a) "w*(Rs) —v*] =0 Va € [ag, 1) =
lim(1 — a) " [v*(R,) — v] = lim 0 = 0,
lim(1 — ) ™" [ (R) — v%] = lim 0
en dus is R, n-verdisconteerd optimaal.
(i) =: Omdat v*(R) < v* VR, is v*(R.) — v*(R) > v*(Rx) — v*, en dus is

liminf(1 — @) 7" [v*(R) — v*(R)] > liminf(1 — a) " [v¥(Rs) — v°] =

all all
li?ll(l —a) "R, —v¥] =0.

<: Omdat liminfag1(1 — o) " [v*(Rs) — v*(R)] > 0 VR, kunnen we voor R een
Blackwell-optimale strategie f§° invullen waarvoor geldt dat v®(f§°) = v* voor «
voldoende dicht bij 1. Hieruit volgt dat

1imTilnf(1 —a) "wY(Ry) —v*¥] > 0.

Omdat v*(R,) < v®, volgt hieruit dat

1imTilnf(1 —a) " (R,) —v*¥] <0,

en dus is

E%(l —a) "Ry — 0] = lirgTilnf(l —a) " [v*(R) —v*] = 0.

4. Gemiddelde overtaking (inhalende) optimaliteit
R, heet gemiddeld overtaking optimaal als

T
o1 ¢ t
hTIIl}OIéf T t_zl[v (Re) —v"(R)] 2 0VR € C,
waarbij v!(R) de totale verwachte opbrengst over ¢ periodes is. In [Lippman, 1969]°
wordt bewezen dat gemiddelde overtaking optimaliteit equivalent is met bias-opti-
maliteit, en dus ook met O-verdisconteerde optimaliteit.

9. S.A. Lippman, Criterion equivalence in discrete dynamic programming, Operations Research
17, p. 920-923, 1969
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5. Qvertaking optimaliteit
R, heet overtaking optimaal als

T
liminf Y [v'(R.) —v"(R)] >0VReC.
T—o0 et
Er bestaat in het algemeen geen overtaking optimale strategie, wat wordt aange-
toond in [Brown, 1965]!°. Verder geldt dat uit overtaking optimaliteit gemiddelde
overtaking optimaliteit volgt: als R, overtaking optimaal is, dan is

T
liminf Y [v'(R.) —v'(R)] >0VReC.

T—o0
t=1

Definieer Ar := Y1 [v*(R.) — v'(R)]. Dus liminfr_ ., Az >0, dus
Ve>0dT,: Ar > —e VT > T..

Omdat ’%AT’ < |Ar|, volgt hieruit dat

1
?ATZ*EVTZTeé

1
Ve >0 3T : TATZ_GVTZT@

Dus liminfr_ o %AT > 0, ofwel

T
| t t
— _ >
lim inf tg 1[1) (R.) —v'(R)] >0VR € C,

en dus is R, gemiddeld overtaking optimaal.

6. n-gemiddelde optimaliteit
Dit is een uitbreiding van gemiddelde overtaking optimaliteit. Definieer voor wille-
keurige strategie R, t € N enn =—1,0,1,... de vector

¢
n,t [ MR voor n = —1
o(R) { S () veorm =L

R, heet n-gemiddeld optimaal als

EO 1 n,T n,T
hTHi}o%f T[’U (R.) —v™ " (R)] >0
voor alle Re Cenn=-1,0,1,....

Uit deze definitie volgt dat (-1)-gemiddelde optimaliteit hetzelfde is als gemiddelde
optimaliteit, en 0-gemiddelde optimaliteit hetzelfde als gemiddelde overtaking op-
timaliteit.

In [Sladky, 1974]!! wordt bewezen dat n-gemiddelde optimaliteit equivalent is met
n-verdisconteerde optimaliteit.

10. B.W. Brown, On the iterative method of dynamic programming on a finite space discrete
Markov process, Annals of Methematical Statistics 36, p. 1279-1285, 1965

11. K. Sladky, On the set of optimal controls for Markov chains with rewards, Kybernatika 10, p.
350-367, 1974
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3.4 n-verdisconteerde optimaliteit en strategieverbetering

We noteren de verzameling deterministische strategieén met C(D).
Verder gebruiken we een lexicografische ordening: u(p) is lexicografisch niet-negatief

(positief) als de eerste niet-nul-vector van (u~!,u°,...) niet-negatief (positief) is,
d.w.z.:

u(p) >; 0 als liminf,jo p~*u(p) >0 voor k = —1,0,1,...

u(p) > 0als u(p) >; 0 en u(p) # 0.
Hieronder volgt een algoritme m.b.v. strategieverbetering om voor n = —1,0,1,...

een deterministische, n-verdisconteerd optimale strategie te vinden, m.a.w. een stra-
tegie die over C(D) de vector (u=1(f),u’(f),...,u"T(f)) lexicografisch maxima-
liseert. Voor n = —1 levert dit een gemiddeld optimale strategie op, en voor n =0
een bias-optimale strategie. Verder blijkt een n-verdisconteerd optimale strategie
voor alle n > N — 1 een Blackwell-optimale strategie te zijn. Het algoritme staat in
[Kallenberg 2], en is gemaakt door [Miller en Veinott, 1969]'2.

We definiéren y = maxgx a[r 4+ Pz] als volgt: y; = max,e a(;)[ria + Zj Diaj;]. Ver-
der definiéren we argmaxgx a[r + Pz| = {f | maxgxa[r + Pz] = r(f) + P(f)z}.

Algoritme voor een n-verdisconteerd optimale strategie m.b.v. strate-
gieverbetering

1. Neem een willekeurige f>° € C(D).

2. Bereken (u=!(f),u(f),...,u""1(f)) als unieke oplossing van het lineaire
stelsel
- PPl = 0
T [ = P(f)la® = r(f) (3.4)
P [T - P(f)lz® = 0, 1<k<n+1; P*(f)a"t1 =0

3. (a) Als maxgya[Pu=t(f) —u=t(f)] > O:
ATY = argmaxg, 4 [Pu”'(f) —u ' (f)];

kies ¢ uit A~ en ga naar stap 5.
(b)  Als maxg, 40 [r + Pul(f) —u®(f) —u=t(f)] > 0:

AW = argmaxg, 4 [r + Pu’(f) = u*(f) = u™ (f)];
kies g uit A, A:= A1 en ga naar stap 5.
(¢) Doevoor k=0,...,n:
Als maxg, 40 [PuFTE(f) — uF T (f) — u(f)] > O:
AEHD = argmaxg, a0 [PUt(f) — a1 (F) — uh(£);
Kies g uit A®+Y . A := A®) en ga naar stap 5.

4. f° is n-verdisconteerd optimaal (STOP).
5. f(i) :=g(i), i € S, en ga naar stap 2.

12. B.L. Miller en A.F. Veinott Jr., Discrete dynamic programming with a small interest rate,
Annals of Mathematical Statistics 40, p. 366-370, 1969
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De correctheid van het algoritme volgt uit onderstaande lemma’s en stellingen, die
bewezen worden in [Kallenberg 2].

Stelling 3.8 Het stelsel (3.4) heeft de unieke oplossing (u=2(f),u®(f),...,u"T1(f)).

Voor de volgende lemma’s en stellingen hebben we de volgende notaties nodig:
definieer voor f>,¢*> € C(D):

<
~
S
Y

(Qu™"(f) —uw ()
(9) + P(g)u’(f) —u®(f) —u"(f)
W5 (f.9) = Plouf(f) —u"(f) —u* ' (f), k> 1

<
=)
s
s
~—
I
3

Lemma 3.5 Voor iedere <, ¢g* € C(D) en iedere m € N geldt:

av®(g™) = i P () + Y a P9 (fog)y + 0™ D ot P g)u N ().
k=-1 t=1 t=1

Lemma 3.6 Als f°° en g°° opeenvolgende strategieén in het algoritme zijn, dan is
vP(g>°) > vP(f>°) voor p klein genoeg.

Lemma 3.7 Als het algoritme eindigt met strategie f°, dan is f°° een n-verdiscon-
teerd optimale strategie.

Stelling 3.9 Het algoritme stopt na een eindig aantal iteraties met een n-verdiscon-
teerd optimale strategie.

Bewijs:
Bij het bewijs worden lemma’s 3.6 en 3.7 gebruikt. &

Lemma 3.8 Als ¢*(f,g) = 0 voor k = 1,2,..., N, dan is ook ¥*(f,g) = 0 voor
iedere k > N + 1.
Stelling 3.10 Als het algoritme gebruikt wordt om een (N — 1)-verdisconteerd

optimale strategie f° te bepalen, dan is f* ook een Blackwell-optimale strategie.

Bewijs:
Bij het bewijs worden lemma’s 3.5, 3.6 en 3.8 gebruikt. &
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Hoofdstuk 4

Geneste LP-problemen (het irreducibele geval)

4.1 Inleiding

In dit hoofdstuk behandelen we een methode om voor irreducibele Markovbe-
slissingsproblemen een Blackwell-optimale strategie te vinden m.b.v. geneste LP-
problemen. Dit hoofdstuk is gebaserd op het artikel [Avrachenkov en Altman]!.

Aanname 4.1 Voor willekeurige strategie m heeft de Markovketen geinduceerd
door overgangsmatrix P(m) één recurrente klasse en er zijn geen transiénte toe-
standen, m.a.w. de Markovketen is irreducibel.

We beschouwen het Markovbeslissingsprobleem (MBP) met de eindige toestands-
ruimte S = {1,..., N} en overgangskansen p;,; = P{X; 11 =j | Xy =1, YV} = a}.
Acties a kunnen gekozen worden uit de actieverzameling A(%). Als in toestand ¢ ac-
tie a wordt gekozen, is de directe opbrengst r;,. Het is voldoende om alleen C, de
klasse van stationaire strategieén, te bekijken: zie [Derman, 1970]? en [Puterman,
1994]3.

Voor iedere 7 € Cg kunnen we definiéren: m;, := P{Y; = a | X; = i}.

Vaak gebruiken we alleen deterministische strategieén f € Cy, die gedefinieerd kun-
nen worden als f(i) = a, a € A(i).

Voor willekeurige strategie m € Cs kunnen we de overgangsmatrix P(w) en de op-
brengstvector () definiéren door

pij(m) = Z DiajTia

a€A(7)

E TiaTia

a€A(i)

ri(m) :

De verwachte gemiddelde opbrengst, als gestart wordt in toestand i, is

1. K.E. Avrachenkov en E. Altman, Sensitive discount optimality via nested linear programs for
ergodic Markov decision processes, IDC’99 Proceedings (Adelaide, Australié), p. 53-58, 1999

2. C. Derman, Finite state Markovian decision processes, Academic Press, New York, 1970

3. M.L. Puterman, Markov decision processes, John Wiley & Sons, New York, 1994
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en de verwachte verdisconteerde opbrengst is
o0
of (m) := Yo TP T () ()]s,
t=1

waarbij ¢ de begintoestand is, en « € (0, 1) de verdisconteringsfactor.
Voor de rente p geldt weer: p = 1?70‘ Er geldt dat

() = 1+ ) (m) + 3 () (4.1)
n=0

met u~(7) = P*(m)r(n), u’(7) = D(m)r(x) en u™(r) = (=1)"D(7)" ir(r) (zie
ook Stelling 3.7).
De stationaire matrix P*(7) en afwijkingsmatrix D(m) zijn gedefinieerd als:

D(r) := (I — P(r) + P*(n))~! — P*(n).
We gebruiken de volgende eigenschappen van P*(7) en D(m) (zie ook Stelling 3.4):
P*(m)D(rw) = D(m)P*(m) = 0; (4.2)
(I — P(m))D(r) = D(m)(I — P(w)) = I — P*(m). (4.3)

Er geldt dat u=!(7) = g(n), en u°(w) = D(m)r(7) noemen we de verwachte bias-
opbrengstvector.
De stationaire strategie 7, is verdisconteerd optimaal voor vaste a € (0,1) als

vi¥(my) > vi(m) Vi € SVm € Cg;
T, is gemiddeld optimaal als
gi(my) > gi(m) Vi € S Vm € Cs.

Met behulp van de Laurentreeksontwikkeling kunnen we extra gevoelige optimali-
teitscriteria definiéren:
Een strategie 7* € C is n-verdisconteerd optimaal voor zekere n € Ny als

[ (7*)]; > [u™(7)]; Vi € SV zdd. 7w (n — 1)-verdisconteerd optimaal is, waarbij

(-1)-verdisconteerde optimaliteit gedefinieerd is als gemiddelde optimaliteit.

Lemma 4.1 Bovenstaande definitie is equivalent met de definitie van n-verdiscon-
teerde optimaliteit uit §3.3.

Bewijs
We kunnen v®(7°°) schrijven als

o0

k [
e =2 3 (F0) wm =) 3 et

(0%
k=—-1 k=—-1
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Volgens Lemma 3.4 is 7, n-verdisconteerd optimaal <

liminf(1 — a) ™" [v*(7.) — v*(mw)] > 0 V.

all
Dit is equivalent met

Hminfpin {(1+p) Z pk[uk(ﬂ'*) —uk(ﬂ')]} >0Vr &

0
pl 1

We passen nu inductie naar n toe.
Voor n = —1 geldt: 7, is (-1)-verdisconteerd optimaal <

limlionf [u () —uH(m)] >0 u(m) —u"t(r) >0 Vn.
p

Inductiestap: neem aan dat beide definities voor (n—1)-verdisconteerde optimaliteit
equivalent zijn. Dan geldt:

n—1
lim inf k=ntlik(r) —uf ()] > 0vr <
it 3 7 ok m) () 2

uil(”*) > Ufl(ﬂ) VY
u(me) > uO(m) vV met u= () = u=t(m)
wHm) > wn () Y met u”H(m) = uTH(w), . ut T () = a2 ()
Er geldt dat
n n—1

u () > u™(m) ¥ met w () = w (), .. u" T () = w T (),

dan volgt meteen dat

Omgekeerd, als

n—1

lirllelionf Z PP U () — uF ()] + u" () — u () >0,
k=—1
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dan kunnen we voor 7 een (n — 1)-verdisconteerd optimale strategie invullen, zodat

n—1
lim inf Z ok "u” () *Uk(ﬂ)] =0,
k=1
en dus is
u"(m) > u(m) Vo met ut(m) = u (), .., T (m) = u T ().

Een strategie 7* is Blackwell-optimaal als
Jpo > 0: Vp e (0,p0] : vP(n*) > vP(m) Vmr € Cs.
Deze definitite is equivalent met de definitie in §3.3.

Stelling 4.1 Stel dat 7, (N — 2)-verdisconteerd optimaal is. Dan is m, Blackwell-
optimaal, en 7, is n-verdisconteerd optimaal voor alle n > —1.

Bewijs
Zie [Lamond en Puterman, 1989]* en [Veinott, 1974]°. O

Uit Aanname 4.1 volgt dat P*(w) identieke rijen heeft, en dat g(w) = P*(m)r(mw)
identieke elementen heeft. Daarom wordt de notatie g(m) zowel voor de vector als
voor één component ervan gebruikt.

4.2 Gemiddelde optimaliteit

Om een gemiddeld optimale strategie te vinden, moeten we de volgende LP-proble-
men oplossen zie ook §1.1.3):

LP: min{ |G+ ;(0i = piaj)hj > ria, i € S, a € A(i) } (4.4)

> i.a(0ij = Piaj)Tia =0, j €S

DLP: max Zn‘axia Zi,a Tia =1, 24 >0, i € S, a € A(5)

i,a

(4.5)

Een optimale oplossingen van (4.4) noteren we met (g, h«), en een optimale basis-
oplossing van (4.5) noteren we met x,. g, is gelijk aan de waardevector (zie Stelling
1.6). De deterministische, gemiddeld optimale strategie f kan als volgt bepaald
worden:

f(i) = ai, zdd. Tyiq, >0, i € S. (4.6)

4. B.F. Lamond en M.L. Puterman, Generalised inverses in discrete time Markov decision pro-
cesses, SIAM J. Matriz Anal. Appl., 10, p. 118-134, 1989

5. A.F. Veinott Jr., Markov decision chains, Studies in optimization, eds. G.B. Dantzig en B.C.
Eaves, p. 124-159, 1974
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4.3 Bias-optimaliteit

Hieronder volgt een methode om een bias-optimale strategie te berekenen, gebaseerd
op het systeem van twee geneste LP-problemen. De methode komt uit [Kallenberg,
1983]6.

We lossen eerst (4.4) en (4.5) op om een stationaire, gemiddeld optimale strategie
te berekenen. Definieer nu

Ao(i) = { a € A() | g +22;(0ij = Piaj)haj = Tia }oies. (4.7

We kunnen Ao (i) berekenen door iedere (i,a) af te gaan. Verder geldt: als z. een
optimale basisoplossing van (4.5) is, dan is a € Ag(i) als z.;, > 0. Hierover gaat
de volgende propositie, die afgeleid is van Lemma 5.3.1 (ii) en (iii) uit [Kallenberg,
1983):

Propositie 4.1 Laat f een deterministische, stationaire, gemiddeld optimale stra-
tegie zijn. Dan geldt:

(i) f(i) € Ao(i), i € S, en

(ii) de bijbehorende bias-vector kan berekend worden m.b.v. de formule u°(f) =
hye — P*(f)hs.

Bewijs

(i) Volgens de beperkingen van (4.4) is g« + [I — P(f)]h« > r(f). Stel dat g. + [T —
P(f)]he > r(f) en f is gemiddeld optimaal. Uit Aanname 4.1 volgt dat P*(f) strikt

positief is, dus als we aan de linkerkant vermenigvuldigen met P*(f), dan krijgen
we

Pr(f)gs + PX(NI = P > P*(f)r(f) = g« > o(f)-

Tegenspraak. Dus g« + [I — P(f)]hs = r(f), m.a.w. f(i) € Ao(i), i € S.
(ii) Uit deel (i) volgt dat

D(f){g« + (I = P(f))h.} = D(f)r(f) = u’(f).
Omdat g, = P*(f)r(f), volgt hieruit dat
u®(f) = D(F)P*(f)r(f) + D(f)I = P(f))h.
Uit (4.2) en (4.3) volgt nu dat
u(f) = (I = P*(f)he = he = P*(f)hs.
¢

Uit de definitie van n-verdisconteerde optimaliteit volgt dat de stationaire strategie
d bias-optimaal is (ofwel 0-verdisconteerd optimaal) als u?(d) = max ¢ {u?(f) | g(f) =
g« }. Dus de gemiddeld optimale strategie die de optimale waarde geeft bij de bias-
vector, is bias-optimaal. Maximalisatie van u’(f) is equivalent met maximalisatie
van —P*(f)h, over alle gemiddeld optimale strategieén f.

Stelling 4.2 f is gemiddeld optimaal < f(i) € Ag(i) Vi € S.

6. L.C.M. Kallenberg, Linear programming and finite Markovian control problems, Mathematical
Centre Tracts 148, Amsterdam, 1983
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Bewijs
=: zie Propositie 4.1.
<: Als f(i) € Ap(d) Vi € S, dan geldt dat

g» + I = P(f)he = 7(f).

Van links vermenigvuldigen met P*(f) geeft:

g« = P (f)r(f) = o(f),
en dus is f gemiddeld optimaal. &

Voor het bepalen van de optimale strategie moeten we volgens (4.6) f(i) = a;
kiezen zdd. x.iq; > 0. Volgens de orthogonaliteitsrelaties moet dan dus gelden dat

g« + Z](éz] 7piaj)h*j = Tia-

We kunnen ons dus beperken tot de acties a waarvoor a € Ag(¢). Nu kunnen we een
ander MBP beschouwen met toestandsruimte S en de verkleinde actieverzamelingen
Ap(7), i € S. Uit propositie 4.1 volgt dat Ag(z) # 0 Vi € S. Alle strategieén die
uit Ag(#) worden geconstrueerd, induceren ook een irreducibele Markovketen. Het
nieuwe verkleinde MBP is dus ook irreducibel, en we kunnen de LP-problemen (4.4)
en (4.5) weer gebruiken:

LP: min{ g(O) ‘ g(O) + Ej((sij *piaj)]t";'()) > —hwi, 1 €5, a € Ag(i) } . (4.8)
(

De optimale oplossing g*o) hiervan is de optimale gemiddelde opbrengst voor het
verkleinde model.

Zi Zaer(i) (51']' *piaj)xz('g) =0,j€8
DLP: max Z(—h*i) Z zz(-g) > Pac Ao(i) xgg) =1
: a€4o (i) 29 >0,i€8, ae i)
(4.9)
Als xﬁo) een optimale basisoplossing van (4.9) is, dan is een deterministische strategie
f,zdd. f.(i) = a; als RS 0, een gemiddeld optimale strategie voor het verkleinde

*illi

model. Uit Propositie 4.1 en Stelling 4.2 volgt nu:

Stelling 4.3 Laat f. een gemiddeld optimale strategie zijn voor het verkleinde
MBP. Dan is u®(f.) = ud,;, waar u),, de optimale waarde van de bias-vector is.
M.a.w., f,. is bias-optimaal.

4.4 n-verdisconteerde optimaliteit

In deze paragraaf volgt een algoritme voor het bepalen van een n-verdisconteerd
optimale strategie, gebaseerd op geneste LP-problemen. Het is een generalisatie
van de methode uit paragraaf 3. De methode is iteratief: het LP-probleem voor de
berekening van een (n + 1)-verdisconteerd optimale strategie wordt geconstrueerd
uit de oplossing van het LP-probleem voor een n-verdisconteerd optimale strategie.
Het LP-probleem voor een n-verdisconteerd optimale strategie is:

min{ 3™ | 5™+ 32,65 — pia) B > —nTTV, i€ 8, a € A,(0) } (4.10)
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en het duale probleem is:

E ZaGA z)( ij pza]) (r )—0 jes
max Z(fhi?fl)) Z ZL'Z(Z) 20 DacAn (i) x(n) =1,
i a€ Ay (i) (”)>0 i€S, ae Ay(i)
(4.11)
Als we in (4.10) en (4.11) n = 0 invullen, en R =, definiéren, dan krijgen we
de vergelijkingen (4.8) en (4.9) terug.
Voor de inductiestap definiéren we nu eerst een nieuwe verkleinde actieverzameling;:
laat (g™, h{"™) een optimale oplossing van (4.10) zijn. Dan kunnen we definiéren:

Apir (i) == { a € An(i) | g + 32,005 — pias) Y = —hS Y } ieS (4.12)

De inductiestap is gebaseerd op het volgende lemma, dat een generalisatie is van
propositie 4.1:

Lemma 4.2 Laat f een deterministische, stationaire, n-verdisconteerd optimale
strategie zijn. Dan geldt:
(1) f(l) € AnJrl(i)v S 57 en
(i) de bijbehorende (n + 1)-verdisconteerde vector u"*1(f) kan berekend worden
m.b.v. de formule

W) = 1= PR (4.13)

Bewijs

(i) Volgens de beperkingen van (4.10) is g{™ + [I — P(f)]h{™ > —h{"™"). Stel dat
g™ 1 = PR > —n"™Y en f is n-verdisconteerd optimaal. Uit Aanname
4.1 volgt dat P*(f) strikt positief is, dus als we aan de linkerkant vermenigvuldigen
met P*(f), dan krijgen we

P (g + PN = PO > =P (D™ = g > =P (A,

*7

Tegenspraak. Dus g{™ + [I — P(f)]h{™ = —h"™Y m.a.w. f(i) € Aps1(i), i € 5.
(i1) Uit (i) volgt voor willekeurige n-verdisconteerd optimale strategie dat

g+ (1= P(OHR = —hD (4.14)

Het bewijs gaat met inductie. Volgens Propositie 4.1(ii) klopt (4.13) voor n = —1.
Stel dat (4.13) klopt voor n = k — 1. Er geldt dat

ut () = (CD)MIDER(f)r(f) = =D()(=D)EDM T ()r(f) = =D(Hut(f).
Volgens de inductieveronderstelling is uk(f) =[I- P*(f)]hgﬂk*l). M.b.v. (4.14),
B = et

(4.2) en (4.3) en de eigenschap g. kunnen we nu schrijven:

W (f) = =Dt () = =D = PO = DY) =

D)l + (I = PR = DOHP (R + DT = PR =
(1= P*(f)hY.
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Dus (4.13) klopt ook voor n = k. O

Uit de definitie van (n + 1)-verdisconteerde optimaliteit volgt: als de strategie f
n-verdisconteerd optimaal is en u™1(f) bereikt bovendien zijn maximale waarde,
dan is f (n + 1)-verdisconteerd optimaal. Volgens lemma 4.2 is de maximalisatie
van u"1(f) equivalent met de maximalisatie van —P*(f)h{".

gD (f) == P*(#)(—h{™) kan beschouwd worden als de vector van de verwachte
gemiddelde opbrengst voor het MBP met overgangsmatrix P(f), directe-opbrengst-

vector 7"t := —h(" en de verkleinde actieverzameling A,, ;1 (i). Volgens lemma

4.2(1) is Ap41(¢) # 0 Vi € S. Dit verkleinde MBP noemen we het (n + 1)-staps
verkleinde MBP.

Volgens aanname 4.1 is het n-staps verkleinde MBP irreducibel voor alle n > —1.
De optimale waarde van de verwachte gemiddelde opbrengst kan bepaald worden
m.b.v. het LP-probleem

min { gD | GO 4 5 (6~ piag) B > 0D, i€ S, a € Ana(i) }
(4.15)
en de gemiddeld optimale strategie voor het (n 4 1)-staps verkleinde MBP kan
bepaald worden m.b.v. het duale probleem

> ial0ij —piaj)r TV =0, jes
max ¢ 3 0(-h) Y0 TR, el =1 - (4.16)
' a€An+1(i) 1-1(.;""'1) Z 07 T S Sa a e An+1(7’)

als x£n+1) een optimale basisoplossing is van (4.16), dan is de deterministische stra-

tegie f., zdd.

(D, (4.17)
gemiddeld optimaal voor het (n + 1)-staps verkleinde MBP.

Volgens de volgende stelling is deze strategie ook (n + 1)-optimaal voor het oor-

spronkelijke probleem:

fu(i) =a; als x

Stelling 4.4 Laat f een gemiddeld optimale strategie zijn voor het (n + 1)-staps
verkleinde MBP. Dan is
W (f) = “Z;@l,

+1

waar U,y de optimale waarde van de (n + 1)-verdisconteerde vector is. M.a.w., f.

is (n + 1)-verdisconteerd optimaal.

Bewijs
Laat d een stationaire, (n 4 1)-verdisconteerd optimale strategie zijn voor het oor-
spronkelijke MBP. Volgens o.a. [Puterman, 1994] en [Veinott, 1969]” bestaat zo'n
strategie. d is natuurlijk ook n-verdisconteerd optimaal. Uit Lemma 4.2(ii) volgt
dat

un-i;l _ unJrl(d) _ h&”) _ P*(d)hﬁn).

op
Omdat f. een gemiddeld optimale strategie is voor het (n + 1)-staps verkleinde
MBP, geldt dat

W > () = B — PrpoR™ > B — pra@)pl™.

opt

7. A.F. Veinott Jr., Discrete dynamic programming with sensitive discount optimality criteria,
Ann. Math. Stat. 40, p. 1635-1660, 1969
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Hieruit volgt dat
ugge = u"(f).

4.5 Algoritme voor de berekening van een
Blackwell-optimale strategie

In deze paragraaf geven we een formeel algoritme voor de berekening van een
Blackwell-optimale strategie. n-verdisconteerd optimale strategieén zijn bijproduc-
ten hiervan. Als we alleen een n-verdisconteerd optimale strategie willen berekenen,
kunnen we volstaan met maximaal n iteraties.

Algoritme:

1. Los LP-probleem (4.5) op om de gemiddeld optimale strategie te bepalen. Als
het een unieke optimale basisoplossing heeft: STOP. De bijbehorende stra-
tegie is Blackwell-optimaal en n-verdisconteerd optimaal Vn > —1. Anders:
ga naar stap 2.
Bereken de oplossing van (4.4).
Neem n := 0.
Bepaal m.b.v. (4.7) en (4.12) de verkleinde actieverzameling A,,.
Los LP-probleem (4.11) op voor het n-staps verkleinde MBP. Bepaal m.b.v.
(4.17) de n-verdisconteerd optimale strategie.
Als alleen een n-verdisconteerd optimale strategie wordt gezocht: STOP.
Als de optimale basisoplossing uniek is, of als n = #S5 — 2: STOP. In dit
geval is een Blackwell-optimale strategie gevonden.
Anders: ga naar stap 6.

6. Los LP-probleem (4.10) op voor het n-staps verkleinde MBP.

7. n:=mn+ 1 en ga naar stap 4.
Uit stelling 4.1 volgt dat het algoritme eindig is. De stappen 4-7 worden maximaal
#S — 2 keer herhaald.

AN
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Hoofdstuk 5

Relatie tussen strategieverbetering en geneste
LP-problemen

5.1 Gemiddelde optimaliteit

Deze paragraaf is gebaseerd op een deel van §4.6 uit het boek [Kallenberg, 1983].
We nemen aan dat voor alle f* € Cp de Markovketen geinduceerd door P(f)
irreducibel is.

Bekijk nu het algoritme m.b.v. strategieverbetering (SV) uit §3.4. Omdat ¢(f>°)
identieke componenten heeft, kunnen we ¢(f>°) vervangen door ¢o(f>°) - e, met
éo(f>°) € R. We definiéren

A(i, f) =={a € A(i) | ¢o(f>) + Zj(%‘ — Piaj)ui(f) <Tia} =

{a € A@0) [ ria + Zj Piajuj(f7) = wi(f>) = ¢o(f) > 0}
In het algoritme in §3.4 wordt dit
{a € A0) | ria+ Y Piaguf(F7) —ul(£) —u'(f) > 0},
Als A(4, f) = 0, dan is g(i) := f(i). Anders: kies g(¢) uit A(i, f). Volgens Stelling

4.6.1 uit [Kallenberg, 1983] is z(f) een extreme toelaatbare oplossing van het LP-
probleem (4.5). Het duale probleem hiervan is

min{¢ | ¢ + Zj(%‘ = Piaj)Uj = Tia},
zie ook (4.4). Omdat z;¢(;)(f) > 0 Vi € S, volgt uit de orthogonaliteitsrelaties dat
dif(i) = ¢~5+ Zj(éij *pif(i)j)ﬂj —Tif(i) = 0Viels.

Hieruit volgt dat

¢-e= P (f)(¢-e) =P (Nlr(f) = (I = P(f)a] = P*(f)r(f) = ¢(f>),

en

o(f2) + (= P(N)ulf) = ¢(f) + T = P(H)D(f)r(f) =
(f=) + (I =P (f)r(f) = r(f)-

57
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Dus (I — P(f))(u(f*°) — @) = 0, waaruit volgt dat
w(f*) —u=P)(f*) —a) = w(f*) —a=P(f)u(f7)-a)

Omdat P*(f) identieke rijen heeft, heeft u(f°°) — @ identieke componenten, zodat
Zj Piaj(u(f>) =) = [u(f>)—a); = Zj(%‘ —Piaj)Uj = Zj(%‘ = Piag )u; (%)

Nu is dus

dia = ¢o(f™) + Zj(&'j = Piaj)ui(f>) = Tia-

Omdat a € A(i, f) & dia <0, correspondeert de verzameling acties waaruit g(i)
gekozen kan worden met de mogelijke keuzes voor de pivotkolom in de simplexme-
thode. Hieruit volgt:

Stelling 5.1 Elk algoritme m.b.v. strategieverbetering is equivalent met een ‘block-
pivoting’ simplexalgoritme, d.w.z. een simplexalgoritme waarbij meerdere pivots
tegelijk kunnen worden gekozen.

5.2 Een rekenvoorbeeld

Om te onderzoeken wat de relatie tussen beide algoritmes is als we een n-verdiscon-
teerd optimale strategie zoeken, kunnen we een eenvoudig MBP bekijken waarbij
iedere strategie gemiddeld optimaal is:

Voorbeeld

S ={1,2,3,4}, A(t) = {1,2} Vi, pr12 = p213 = P314 = pa11 = 1, pia2 = pr23 =
1/2, paos = 1/3, paoa = 2/3, p3o1 = 1/4, p3oa = 3/4, paz1 = 1/4, pazo = 3/4 en
de overige overgangskansen zijn 0.

Nu moeten we de directe opbrengsten r;, z6 kiezen, dat alle 2* = 16 determinis-
tische, stationaire strategieén gemiddeld optimaal zijn, m.a.w. P*(f)r(f) = 1 Vf.
Dit levert het volgende stelsel vergelijkingen op:

1 0 1 0 1 0o 1 O 4
1 0 4 0 4 0 0 4 13
4 0 4 0 0 4 3 O 15
7 0 16 0 0 16 0 12 o1
3 0 0 3 1 0 3 O 11 10
3 0 012 4 0 0 12 712 31
12 0 0 12 0 4 11 0 T21 39
15 0 0 48 0 16 0 44 722 . 123
0 2 1 0 2 0 2 0 31 - 7
o 2 7 0 8 0 0 8 732 25
0o 4 2 0 0 4 3 O T41 13
0 14 25 0 0 32 0 24 742 95
0O 6 0 3 4 0 6 O 19
0 6 0 21 10 0 0 24 61
0O 6 0 3 0 4 5 O 18
0 6 0 15 0 8 0 16 45




5.2. EEN REKENVOORBEELD 99

Dit stelsel heeft oneindig veel oplossingen, waaronder de oplossing r1; = 1, 712 =
1/27 21 = 0, To22 = 72/37 r31 = 0, 32 = 1/2, T41 = 3, T42 = 3. Als we nu het
algoritme uit §3.4 toepassen, met n = 0 en met beginstrategie (1,1,1,1) (de i-de
component geeft aan welke actie gekozen wordt in toestand ¢), dan krijgen we:
3(a) Geen resultaat; A(-D = A,

3(b) Geen resultaat; A = A.

3(c) (k=0)¢=1: max{0,-3/8} =0

i=2: max{0,1/6} =1/6

i=3: max{0,5/16} = 5/16

i=4: max{0,—-9/16} =0

Dus we nemen in de tweede iteratie strategie (1,2,2,1).

3(a) Geen resultaat; A1 = A.

3(b) Geen resultaat; A®) = A.

3(c) (k=0)i=1: max{0,-1/3} =0
i=2: max{0,0} =0

i=3: max{—1/3,0} =0

i=4: max{0,-1/2} =0

Dus strategie (1,2,2,1) is bias-optimaal.

Start nu met strategie (1,2,2,2).

3(a) Geen resultaat; A1 = A.

3(b) Geen resultaat; A = A.

3(c) (k=0)i=1: max{0,—0.3252} = 0

i =2: max{0.1951,0} = 0.1951

i =3: max{—0.4472,0} =0

i =4: max{0.6341,0} = 0.6341

Dus we nemen in de tweede iteratie strategie (1,1,2,1).

3(a) Geen resultaat; A1) = A.

3(b) Geen resultaat; A®) = A.

3(c) (k=0)i=1: max{0,-1/3} =0
i=2: max{0,0} =0

i=3: max{—1/3,0} =0

i=4: max{0,-1/2} =0

Dus ook strategie (1,1,2,1) is bias-optimaal.

Omdat we bij toestand 2 geen verschil zien tussen actie 1 en 2, maar bij de overige
toestanden wel, zijn alleen de strategieén (1,1,2,1) en (1,2,2,1) bias-optimaal.

Om een 1-verdisconteerd optimale strategie te vinden, nemen we nu n = 1, en
starten met strategie (1,2,2,1). We hoeven alleen stap 3(c) met k = 1 en i = 2 te
bekijken: max{4/13,0} = 4/13

Dus we nemen in de volgende iteratie strategie (1,1,2,1):

max{0,—4/15} = 0.

Dus alleen strategie (1,1,2,1) is 1-verdisconteerd optimaal, en dus ook Blackwell-
optimaal.

Nu gaan we het algoritme uit §4.5 toepassen:
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1. Probleem (4.5) wordt: maximaliseer

2 1
T11 + %12 — T2 + 53032 + 3241 + 3742

onder de voorwaarden

T11
—T11

11

+x12
1
—5%12
—35712

+x12

+x21
—I21

+x21

2

3

+x92

1,
~3y

22
22

+x22

+x31
—T31
+31

1
—1%32

+T32
3
—3T32
+T32

—T41  —3Tao 0

—73T42 = 0

= 0

+T41 ArT42 = 0

+x41 T2 = 1
Tia > 0Vi,a

Omdat iedere deterministische, stationaire strategie optimaal is, kunnen we een

basisoplossing kiezen: kies

Ty12 = Tx22 = X532 = Tsa2 = 0 = Tu11 = T2l = T431 = Tia1 = 1/4.

2. Een optimale oplossing van (4.4) wordt nu:

3. n=0.

h*lzh*gzo, h*gzl, h*4:2, 9*21.

4. Agli) = {1,2} Vi.
5. Probleem (4.9) kunnen we schrijven als:

maximaliseer

onder de voorwaarden

—T31 — T32 — 2T41 — 2T 42

1

r11  tT12 —1%32  —T4 *é$42 +z1 = 0
—T11 —3T12 T2 22 —3T42 +2z22 = 0
—5T12 —T21 —izes H4ws  twa +z3 = 0
—2x9p —®31 —3m32 Aaa1 a2 +zm = 0
11 +x12  +wor w22 +x31 +x32  +wa1 +Ta2 2z = 1
Tia > 0Via
Omdat moet gelden dat z; = 0 Vi, moeten we eerst zg := —z1 — 22 — 23 — 24 — 25

maximaliseren. Het eerste simplextableau wordt nu (de pivot wordt met * aange-

geven):

T11 T12 T21 £22 T31 T32 T41 L42
21 0 1% 1 0 0 0 —1/4 -1 —1/4
22 0 | -1 —=-1/2 1 1 0 0 0 -3/4
zs | O o -1/2 -1 -1/3 1 1 0 0
|00 0 0 -2/3 -1 -3/4 1 1
25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
zo| O 0 0 0 0 1 1 2 2
zo | —1]| —1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1




5.2. EEN REKENVOORBEELD

21 T12 T21 L22 T31 T32 T41 L42
11| O 1 1 0 0 0 —1/4 -1 —1/4
29 0 1 1/2 1 1 0 -1/4 -1 -1
23 0 0o -1/2 -1 -1/3 1 1 0 0
z |00 0 0 -2/3 -1 -3/4 1x 1
25 1] -1 0 1 1 1 5/4 2 5/4
o) 0 0 0 0 0 1 1 2 2
zo | —1| 1 0 -1 -1 -1 -5/4 -2 -5/4

21 L12 T21 Z22 Z31 T32 24 T42
z11 | O 1 1 0 —2/3 -1 -1 1 3/4
22 0 1 1/2 1 1/3 -1 -1 1 0
23 0 0 —1/2 -1 —1/3 1% 1 0 0 -
41 | O 0 0 0 -2/3 -1 -3/4 1 1
25 1 | -1 0 1 7/3 3 11/4 -2 -3/4
To 0 0 0 0 4/3 3 5/2 —2 0
zo | —11] 1 0 -1 -7/3 -3 -—-11/4 2 3/4

21 T12 T21 €22 Z3 €32 24 T42
11| O 1 172 -1 -1 1 0 1 3/4
22 0 1 0 0 0 1 0 1 0
xz31 | O 0 —1/2 -1 —1/3 1 1 0 0
an| 0|0 -1/2 -1 -1 1 14 1 1
25 1 | -1 3/2 4% 10/3 ) —1/4 -2 —3/4
H) 0 0 3/2 3 7/3 -3 -1/2 -2 0
zo | —11] 1 —3/2 —4 —10/3 3 1/4 2 3/4

De volgende tableaus horen bij strategie (1,1,1,
we nu weglaten:
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1) resp. (1,1,2,1); de rij van z5 kunnen

21 T12 Z5 T22 Z3 T32 Z4 L42
T11 1/4 3/4 7/8 1/4 —1/6 1/4 —1/16 1/2 9/16
31 1/4 —1/4 —1/8 1/4 1/2 1/4 15/16* —1/2 —3/16
T41 1/4 —1/4 —1/8 1/4 —1/6 1/4 3/16 1/2 13/16 —
To1 1/4 —1/4 3/8 1/4 5/6 —3/4 —1/16 —1/2 73/16
To —3/4 3/4 3/8 —3/4 —1/6 —3/4 —5/16 —1/2 9/16
20 0 0 0 1 0 0 0 0 0
21 Z12 zZ5 Z22 zZ3 Z31 24 T42
11 4/15 11/15 13/15 4/15 —2/15 4/15 1/15 7/15 11/20
39 4/15 —4/15 —2/15 4/15 8/15 4/15 16/15 78/15 71/5
Tq41 1/5 —1/5 —1/10 1/5 —4/15 1/5 —1/5 3/5 17/20 —
T21 4/15 —4/15 11/30 4/15 13/15* —11/15 1/15 —8/15 —1/5
) —2/3 2/3 1/3 —2/3 0 —2/3 1/3 —2/3 1/2
20 0 0 0 1 0 0 0 0 0
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Het volgende tableau hoort bij strategie (1,2,2,1

); we kunnen de rij van zg nu ook

weglaten:
Z1 Z12 Z5 T21 zZ3 31 24 T42
11 4/13 9/13 12/13 4/13 2/13 2/13 1/13 5/13 27/52
r3p | 4/39 | —4/39 —14/39 4/39 —8/13 28/39 40/39 —8/39 —1/13
rq | 11/39| —11/39  1/78  11/39 4/13  —1/39 —7/39 17/39 41/52
29 4/13 —4/13 11/26 4/13 15/13 —11/13 1/13 —8/13 —3/13
o | —2/3 | 2/3 /3 -2/3 0 —2/3 /3 -2/3  1/2

Als we nu bij de laatste drie tableaus naar de rij van zg kijken, dan valt op dat de
getallen onder de niet-basisvariabelen x;, precies tegengesteld zijn aan de getallen
die bij het algoritme uit §3.4 bij dezelfde strategie in stap 3(c) (kK = 0) berekend
zijn. Ook nu blijkt zowel strategie (1,1,2,1) als strategie (1,2,2,1) bias-optimaal te
zijn.

6. Een optimale oplossing van (4.8) is af te lezen uit het laatste simplextableau:

Y =273, 15 =0, by = —2/3, h§ = —2/3, ¢ = ~2/3.

7. n=1.

Volgende iteratie:

4. A1 (1) = A1(4) = {1}, A1(3) =12}, A1(2) ={1,2}.
5. Probleem (4.11) wordt nu:

. . 2 2 2
maximaliseer — 53011 — 0(x21 + Z22) + =232 + —x41

3 3
onder de voorwaarden
1
z1 —3%32 —rm1 +z:1 = 0
—x11  +x21 T2 +z2 = 0
1

—T21 —3To2 +T32 +z3 = 0

—Swoy —fwzy +ra +za = 0

211 +xo1  Hxee Hxze s o= 1
Lia Z 0 Vi Va

Na wat rekenwerk krijgen we de tableaus die corresponderen met strategie (1,1,2,1)
resp. (1,2,2,1):

21 Z2 T22 Z5 24
r11 4/15 7/15 —4/15 —2/15 4/15 1/5
To1 4/15 7/15 11/15 13/15 4/15 1/5
23 0 1 1 0 0 1
T41 1/5 72/5 71/5 74/15 1/5 2/5
T32 4/15 —8/15 —4/15 8/15 4/15 —4/5
) 2/15 714/15 72/15 4/15 2/15 72/5
21 29 To1 zZ5 Z4
11 4/13 7/13 72/13 2/13 4/13 3/13
x99 4/13 7/13 11/13 15/13 4/13 3/13
23 0 1 1 0 0 1
Tq1 11/39 —10/39 1/39 4/13 11/39 6/13
T32 4/39 —32/39 —28/39 —8/13 4/39 —12/13
) 2/39 714/13 714/39 —4/13 2/39 —6/13
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Ook nu is het getal onder de niet-basisvariabele z;, precies tegengesteld aan het getal
dat bij het algoritme uit §3.4 bij dezelfde strategie in stap 3(c) (k = 1) berekend is.
Alleen strategie (1,1,2,1) is 1-verdisconteerd optimaal, dus ook Blackwell-optimaal.
Dit voorbeeld geeft het vermoeden dat beide strategieén ook bij n-verdisconteerde
optimaliteit equivalent werken, n > 0. Dit wordt bewezen in de volgende paragraaf.

5.3 n-verdisconteerde optimaliteit

We bekijken nu het algemene geval van n-verdisconteerde optimaliteit. Als we n =0
nemen, krijgen we bias-optimaliteit.

Bekijk weer het algoritme m.b.v. strategieverbetering (SV) uit §3.4. We definiéren
nu

An(i, f) ={a € A(i Z pmjun+1 - U;H_l(f) —ui(f)>0.}

Als A, (i, f) = 0, dan is ¢g(7) := f(¢). Anders: kies ¢(¢) uit A, (7, ). Een strategie f
in het SV-algoritme correspondeert met een oplossing x van (4.11) waarvoor geldt
dat z;p; > 0Vi € Senxy =0Vi € SVa# f(i). Bekijk nu het simplextableau dat
correspondeert met strategie f. Het getal dat in de kolom van een niet-basisvariabele
Tiq, €n in de rij van de doelfunctie staat, heeft de waarde

n) n) + Z i ng n) hi771)

Hierbij is hifl) := hy. Omdat z;70;(f) > 0 Vi € S, volgt uit de orthogonaliteitsre-
laties dat

d“‘g)fov@es

Omdat §™ de gemiddelde opbrengst is bij strategie f, geldt nu dat
G e =P (g™ e = =P (NI = (T= PR = —P (NI = g e,
en (gebruik Propositie 4.1(ii) en Lemma 4.2(ii))
g et (= P(NyrH(f) = g e = (L= P(H)D(Fu"(f) =
9" e = (I = P(MD(HT = P (MR =
g e — (I =P (PR = g e — (1= PP ()R = —pi" Y
Dus (I — P(f))(u"'(f) — (™) = 0, waaruit volgt dat
W) =B = PO ) = h™) = () =R = PR @ () = M),
Omdat P*(f) identieke rijen heeft, heeft u"*1(f) — h(") identiecke componenten,

zodat ~
>0 = piag) B = 37 (815 = piag i ().

Nu is dus L
diw = g™ + Zj(%‘ — Piag )T () + RS,

Volgens Propositie 4.1(ii) en Lemma 4.2(ii) geldt voor een deterministische, statio-
naire, (n — 1)-verdisconteerd optimale strategie f dat

u(f) = [[ =P ()"0,
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Bovendien is hierboven voor n > 0 bewezen dat
G e = —PH (R,
Nu is dEZ) te schrijven als

dfy) = [(1 = PR+ 37 (8 = prag (D) =

Zj(%‘ = Piag)u T (f) +ui (f).

Omdat a € A, (i, f) & dz(-Z) < 0, correspondeert de verzameling acties waaruit g(4)
gekozen kan worden met de mogelijke keuzes voor de pivotkolom in de simplexme-
thode. Hieruit volgt:

Stelling 5.2 Het algoritme m.b.v. strategieverbetering uit §3.4 is equivalent met
het algoritme m.b.v. geneste LP-problemen uit §4.5.
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