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0.1 Voorwoord

Plurisubharmonische functies zijn van belang in de complexe analyse van meer vari-
abelen om verschillende redenen. Zo zijn clog|f| en ¢|f|P psh functie voor alle ¢ > 0,
p > 0 en holomorfe functie f. Dus de psh functies generaliseren de absolute waarden
van holomorfe functies. Ze zijn echter veel minder rigide. Een ander voorbeeld is de
connectie met pseudoconvexiteit: een gebied 2 in C" is pseudoconvex dan en slechts
dan als er een psh functie op €2 bestaat die aan de rand naar oo gaat.

Mogelijk is de belangrijkste reden echter van filosofische aard. Op gebieden in
C hebben we een rijk arsenaal aan middelen tot onze beschikking voor het creéren
van meromorfe functies met voorgeschreven eigenschappen. Beroemde voorbeelden
hiervan zijn de klassieke stellingen van Weierstrass, Mittag-Leffler en Runge. In C”,
n > 2, hebben we deze stellingen niet tot onze beschikking, of zijn ze veel zwak-
ker. Het belangrijkste middel dat we tot onze beschikking hebben, is de beroemde
O-methode. Maar alles bij elkaar genomen is onze kennis van holomorfe functies in
n > 2 veel geringer dan op gebieden in C. We verwijzen de lezer voor dit alles naar
de uitstekende boeken van Hérmander[3], Rudin[12] en Krantz[6].

Een ander essentieel punt is, dat voor n > 2 de principiéle objecten van studie
geen holomorfe functies zijn, maar gebieden. In C is dit veel minder het geval. Men
denke bijvoorbeeld aan de afbeeldingsstelling van Riemann. Gegeven een gebied van
holomorfie 2 in C™, kan het zeer moeilijk zijn om een holomorfe functie te constru-
eren waarvan het maximale domein van bestaan het gegeven gebied is. Dit is zo
omdat de rand van zo een gebied zeer ingewikkeld kan zijn. Zo hoeven randpunten
niet bereikbaar te zijn via paden. We hebben echter altijd (voor een strikte) gebied
Q in C™" de afstandsfunctie dg tot onze beschikking: de afstand tussen z en de rand
van €. Als Q tevens een gebied van holomorfie is, dan is —log dn(z) psh. Men zou
kunnen tegenwerpen dat er een sterke band is tussen holomorfe en psh functies. In C
zijn bijvoorbeeld de Hartogfuncties precies gelijk aan de subharmonische functies (zie
Krantz, loc. cit, paragraaf 2.1). Maar hoewel in n > 2 een innige band bestaat tussen
psh functies en holomorfe functies, in het globale geval is deze band veel subtieler.
Men denke bijvoorbeeld aan het feit dat de enige globale holomorfe functies op com-
pacte complexe variéteiten de constante functies zijn. Er bestaan zelfs niet-compacte
pseudoconvexe variéteiten met deze eigenschap!

E. Poletsky heeft in zijn artikelen [9] en [10] een nieuwe methode geintroduceerd
voor het construeren van psh functies. Oorspronkelijk was mijn doel het bestude-
ren van polynomiale convexiteit en approximatie door holomorfe polynomen. Een
belangrijke toepassing in het artikel van Poletsky[10] was Stelling 7.2 en Gevolg 7.1
(Hier: Stelling 8.5 en Gevolg 8.6). Dit is een karakterisatie van het zogenaamde
polynomiaal convexe omhulsel van een reguliere compacte verzameling door middel
van analytische schijven.

Na enige tijd bleek dat een aantal van de bewijzen in Poletsky[10], voornamelijk
die in hoofdstuk 5, zeer moeilijk te volgen zijn. Later werden er bewijzen gepubli-
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ceerd voor enige drie bekende schijffunctionalen door Lirusson en Sigurdsson in [7].
Voor deze scriptie heb ik mij hoofdzakelijk op hun artikel geconcentreerd. In [7] zijn
tevens de resultaten van Poletsky[10] gegeneraliseerd van gebieden in C™ naar een
ruime klasse van complexe variéteiten voor de genoemde drie schijffunctionalen.

Hoofdstuk 1 en 2 behandelen polynomiale convexiteit en polynomiale benadering.
In hoofdstuk 3 worden enkele basisbegrippen en resultaten uit de potentiaaltheorie
behandelt die in de latere hoofdstukken zullen worden gebruikt. In hoofdstuk 4 wor-
den de drie basisfunctionalen geintroduceerd: Poisson-, Riesz- en Lelongfunctionaal.
Verder zijn er een aantal basisideeén en basisbegrippen uit het artikel van Poletsky
geisoleerd. Deze dienen om de formulering van de Dualiteitsstelling in haar meest
abstracte vorm te kunnen begrijpen In hoofdstuk 5 en 6 worden de bewijzen gege-
ven voor de eerste twee basisfunctionalen. Hierbij hebben we ons beperkt tot het
geval van gebieden in C”, waardoor een aantal vereenvoudigingen konden worden
doorgevoerd. Voor de Lelongfunctionaal wordt in hoofdstuk 7 alleen een globaal
overzicht van het bewijs gegeven, omdat er geen substantiéle versimpeling mogelijk
bleek voor het speciale geval van een gebied in C™. Een aantal toepassingen van
de Poissonfunctionaal worden behandeld in hoofdtuk 8, het laatste hoofdstuk. De
belangrijkste hiervan is de eerder genoemde Stelling 8.5 en Gevolg 8.6. Een ander
resultaat is Gevolg 8.11, die een obstructie in termen van analytische schijven geeft
voor het niet-pseudoconvex zijn van een complexe variéteit.

Leiden, 18 juni 2001 Erdal Emsiz
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0.2

Index van notaties

Zij B een topologische ruimte. A € B betekent: A C B en A is compact.

usc betekent “boven semi continu”. Het is de afkorting voor het Engelse “upper
semi continue”.

X stelt altigd een compacte hausdorffse ruimte voor, Q een gebied in C" (en
heel soms in R™).

D, ={2€C:|z]<r},D=I4,T={2€C: |z]| =1},R = RU {-o0},
V* =V \ {0} als V C R*; m = m; is de k-dimensionale Lebesguemaat op R¥,
A\, de Lebesguemaat op de k-torus TF en A = ;.

Sy (x%) = S7(2%) = {x € R" : |z — 2°| = 7} is de n-dimensionale sfeer in R™
met middelpunt z° en straal r. B,(z°) = B*(z°) = {x € R* : |z — 2% < r}
is de n-dimensionale open bol in R™ met middelpunt z° en straal r. D,(2°) =
Dm(2%) = {z € C": |z — 2| <r voor 1 <i < n} de n-dimensionale polyschijf
in C™ met middelpunt z° en straal r.

C(X) is de ruimte van complexwaardige functies op X, Cr(X) is de ruimte van
reéelwaardige functies op X. Zij nu X C C". P(X) is de afsluiting in C'(X)

van de lineaire deelruimte opgespannen door de polynomen in 21, 2z, , 2p.
Stel A is een Banachalgebra en x, 1,29, - ,2, € A. Max(A) is de ruimte
van maximale idealen van A, o(x) is spectrum van z, o(x1,x2,--- ,2,) het

gezamenlijke spectrum en & de Ge’lfandgetransformeerde van x.

Stel dat © C C™ een gebied is, M en N complexe variéteiten (bij ons altijd
gebieden in C™). PSH(S2) is de ruimte van alle plurisubharmonische functies op
Q, PSH*(Q2) = PSH(Q) \ {—oc}, L(w) de Leviform van een w € Li. .(Q)U{—o0}
met de afspraak £(—o0) = 0; O(M, N) is de ruimte van holomorfe atbeeldingen
van M naar N, O(M) = O(M,C) is de ruimte van holomorfe functies op
M. Agq is de ruimte van analytische schijven in Q, i.e. alle f € O(D,Q) die

voortgezet kunnen worden naar een omgeving van D en Aq(z) = {f € Aq :

f(0) =z}

Zij M een reéelanalytische variéteit. We schrijven C¥(Q2) voor de ruimte van
complexwaardige reéelanalytische functies.

We schrijven M, (u)(z) voor de gemiddelde waarde van een subharmonische
functie u op Sy (z):

My (u)(z) = — - /S e

O'n—lrn_l

met o, de oppervlakte van de eenheidssfeer S(0,1) in R"™.
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1 Uniforme benadering door polynomen

1.1 Het één variabele geval

Definitie 1.1. We definiéren C'(X) als de ruimte van alle complexwaardige functies
op X, Cr(X) als de ruimte van alle reéelwaardige functies op X; beide voorzien
we van de supremum norm. Een verzameling functies A op X scheidt de punten
van X als voor alle z1,29 € X, ©1 # x2 er een f € A bestaat met f(x1) # f(x2)-
Wanneer X C C", dan definiéren we P(X) als de afsluiting in C'(X) van de holomorfe
polynomen in de onafhankelijke variabelen z1, z2,--- , 2,. Met polynoom bedoelen
we altijd een holomorfe polynoom.

De klassieke Weierstrassstelling vertelt ons dat polynomen over R op het (com-
pacte) interval [a, b] dicht liggen in de ruimte van de continue functies (in de topologie
van uniforme convergentie).

Stelling 1.1 (Stone-Weierstrass, complexe versie (SWCV)). Zij X een com-
pacte Hausdorffse ruimte, A C C(X) een algebra van continue functies die de con-
stanten bevat, de punten van X scheidt en gesloten is onder conjugatie: f € A —
f € A. Dan ligt A dicht in C(X).

Voorbeeld 1.2. X = [a,b] C C. SWCV impliceert P(X) = C(X), omdat z + Z in
P(X) ligt en z + z een voortbrenger is van P(X).
Voorbeeld 1.3. 7Zij X een compacte deelverzameling in de reéle ruimte ¥ van C":
Y= {(21,22,:00,2 € C": z; € R (j = 1,2,---,n))}. Uit SWCV volgt wederom
dat P(X) = C(X), met hetzelfde argument als in voorbeeld 1.2: p;(z) = z; € P(X)
voor 1 <z <n.

Wanneer geldt P(X) = C(X)?. Voor het geval n = 1 hebben we de volgende
noodzakelijke voorwaarde op X:

Lemma 1.2. Zijj X C C en P(X) = C(X). Dan heeft X een leeg inwendige en
C\ X is samenhangend.

Bewijs. Als f € P(X), dan zijn er polynomen P,, die uniform convergeren naar f op

[e] o]
X en dus ook op het inwendige X; f is daarom holomorf op X. Het inwendige van X
is leeg omdat er continue functies zijn die wel continu zijn op X, maar niet holomorf
o] [e]

op X wanneer X niet leeg is: neem een willekeurige niet-constante reéelwaardige
continue functie. Stel nu dat C\X niet-samenhangend is. Dan heeft ze een begrensde
component U. Bewering: P(X) # C(X). Neem een a € U en definieer f(z) =
(z —a)7! en zet M = max,cx|z — al. Onmiddellijk: f € C(X). Claim: f ¢ P(X).
Anders bestaat er een polynoom P met |P(z) — f(2)] < 1/M voor alle z € X.
Vermenigvuldigen met |z — af geeft

|(z—a)P(z) —1| <1 voor alle z € X.

In het bijzonder geldt dit voor de rand van U omdat U C X. U is tevens begrensd;

daarom is U compact en uit de maximum modulus principe ' volgt dat dan de

ongelijkheid op heel U geldt. Invullen van z = « geeft 1 < 1. Een tegenspraak. Dus

f zit niet in P(X) en daarom: P(X) # C(X). O
'Als Q een begrensd gebied is in C en f € O(Q2) N C() dan geldt: maxg|f| = maxaq|f|.
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Stelling 1.3 (Lavrentief). Zij X een compacte deelverzameling van het vlak, )%: 0
en C\ X is samenhangend. Dan geldt P(X) = C(X).

Uit het bewijs van Lemma 1.2 volgt dat een noodzakelijke voorwaarde voor f €
P(X) is, dat f holomorf is in het inwendige van X. Dit is ook voldoende, mits C\ X
samenhangend is:

Stelling 1.4 (Mergelyan). Zij X C C compact en C\ X samenhangend. Dan
bestaat P(X) wit alle f in C(X), die holomorf zijn in het inwendige van X.

In principe lost deze stelling de vraag over uniforme approximatie door polynomen
op compacta van het vlak volledig op. Merk op dat Mergelyan’s stelling de stelling
van Lavrentief en Weierstrass’ klassieke stelling bevat. Voor een bewijs van de stelling
van Mergelyan verwijzen we de lezer naar Rudin[12, Hoofdstuk 20]. Wermer[16] is
een goede referentie voor de rest van hoofdstuk 1 en hoofdstuk 2.

1.2 Het meer-variabelen geval

Roep in herinnering de stelling van Runge over approximatie door rationale functies
(Zie bijvoorbeeld Rudin[12, Stelling 13.6]).

Stelling 1.5 (Runge). Zij X een compacte verzameling in C en {a;} een verza-
meling die een punt van elke component van S — X bevat. Als Q open is, X C €,
F € O) en e > 0, dan is er een rationale functie R, waarvan de polen in de
voorgeschreven verzameling {a;} zitten en zodanig dat

|f(z) — R(z)| < € woor alle z € K
geldt.

Opmerking 1.4. In de terminologie van complexe analyse zijn polynomen rationale
functies met een pool in oneindig. Dit is zinnig, want dan zijn polynomen meromorfe
functies op de Riemann oppervlak S? (Zie Forster[2]).

Gevolg 1.6. Zij X C C compact met samenhangende complement. Zij f holomorf
in een omgeving Q van X, dan geldt fix € P(X).

Bewijs. C\ X samenhangend impliceert dat $? — X maar één component heeft: de
onbegrensde. Pas nu de stelling van Runge toe met {«a;} = {oo}. O

Opmerking 1.5. Merk op dat deze stelling een zwakke versie van Mergelyan’s stelling
is: Mergelyan eist alleen maar holomorfie in het inwendige en niet in een omgeving
van X. In die vorm valt Mergelyan’s stelling echter niet makkelijk te generaliseren.

We willen Gevolg 1.6 generaliseren naar C™ met n > 2. We vragen ons af wat
voor functies P(X) precies bevat. Als X en Y twee homeomorfe compacte deelver-
zamelingen zijn, dan is C'\ X samenhangend desda C\ Y is samenhangend is?. De
eigenschap “C\ X is samenhangend” is dus een topologische eigenschap. Op C is
het dus voldoende om alleen maar een topologische voorwaarde op X te leggen voor
de conclusie van Stelling 1.6. Voor n > 2 blijkt een topologische conditie alleen niet
voldoende is om de conclusie van Stelling 1.6 te garanderen:

2Opgave voor de lezer.
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Lemma 1.7. Zy

X1 ={(%,0): z€C, |z| =1} en
Xo={(z,2): z€C, |z| =1}

Dan zijn X1 en Xo homeomorf met S', P(X1) # C(X1) en P(X3) = C(Xs).

Bewijs. Dat X; en X, beiden homeomorf zijn met S' is onmiddellijk. Neem nu
F(z) = 1/z, die holomorf is in een omgeving van X;. Neem aan dat er een poly-
noom P(z) bestaat met supy|P — F| < 1. Omdat (21, 2z2) € X1 = 22 = 0, mogen we
aannemen dat P een polynoom is in één variabele: z. Door op te merken dat we in de
situatie van Lemma 1.2 zijn, volgt wederom een tegenspraak. Daarom: F ¢ P(X}).

P(X3) = C(X2) volgt uit de Stone-Weierstrass stelling omdat P(X3) de con-
stanten bevat en de punten van X, scheidt (omdat het de coodrdinatenfuncties z;
en zo bevat). Wat nog nagegaan dient te worden, is dat g¢;j(z) = Z; voor j =1
en 2 een element is van P(X5). Hieruit volgt het gesloten zijn van P(X53) onder
conjugatie. Beschouw de polynomen pi(z) = 23 en pa(z) = 21. Dan geldt op Xy:
p1(2) = 22 = 21 = q2(2) en pa(z) = 21 = 22 = qu(2). Oftewel: q1, ¢2 € P(X3). O

Uit dit voorbeeld volgt dat alleen een topologische conditie op X niet voldoende
is om de conclusie van Gevolg 1.6 voor C™ met n > 2 te garanderen. We hebben een
conditie nodig die niet in topologische termen is geformuleerd, maar in termen van
polynomen. Immers, ons doel is benadering door polynomen. Voor n = 1 moet deze
conditie samenvallen met de topologische conditie op X: “C\ X is samenhangend”.
Het volgende lemma is de route naar de uiteindelijke definitie.

Lemma 1.8. Zij X C C compact. C\ X is samenhangend desda er voor elke zy €
C\ X een polynoom P bestaat met

|P(2%)| > max|P| (1.1)

Bewijs. Als C\ X niet-samenhangend is, kies dan een z° in een begrensde component

U van C\ X. Dan volgt uit de maximum modulus principe dat

P(z) < m}z{ax|P| voor alle z € U,

en (1.1) is niet mogelijk. Stel nu dat C\ X samenhangend is. Neem een 2’ € C\ X.
Omdat het aantal componenten van een open deelverzameling van R™ met n > 2 niet
verandert wanneer er een punt uit wordt verwijderd, heeft X U{2°} een samenhangend
complement. Kies nu z, — 2% en z, # 2°. Dan is f,(2) = 1/(z — z,) holomorf in een
omgeving van X U {z°}. Uit Stelling 1.6 volgt dan dat er polynomen P, zijn met

1

Z— Zn

1
|Pn(z) — | < . voor alle z € X U {2%}

Door n groot genoeg te nemen, kunnen we ervoor zorgen dat (1.1) geldt. U
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Definitie 1.6. Zij X C C" compact. Dan definiéren we het polynomiaal conveze
omhulsel van X als

X={zeC": |P(»)| < m)&(mx|P| voor alle polynomen P}

We noemen X polynomiaal convex als X = X.

We kunnen nu Lemma 1.8 herformuleren in termen van polynomiaal convexiteit
en er geldt zelfs meer:

Stelling 1.9. Zij X C C compact. Dan is X geligk aan het complement van {onbegrensde
componenten van C\ X} in C. Dus C\ X is samenhangend desda X polynomiaal
COMVET 1S.

We zullen in het volgende hoofdstuk (Stelling 2.3) bewijzen dat X polynomiaal
convex is wanneer P(X) = C(X). Als we dit voor het moment aannemen, dan volgt
uit Lemma 1.7 dat X9 polynomiaal convex is. X; is echter niet polynomiaal convex:
het bevat bijvoorbeeld alle (z,0) met |z| < 1, hetgeen onmiddellijk uit de maximum
modules principe volgt. Dus polynomiaal convexiteit is niet behouden onder ho-
meomorfismen voor n > 2, oftewel, het is niet een topologische eigenschap. Dit in
tegenstelling tot het geval n = 1.

Voor polynomiaal convexe X hebben we de volgende belangrijke generalisatie van
Gevolg 1.6:

Stelling 1.10 (Oka-Weil). Zij X C C™ compact en polynomiaal convex. Als F € C(X)
en F' is holomorf in een omgeving van X, dan F € P(X).

De moeilijkheid in het toepassen van de stelling van Oka-Weil is om te bepalen
wanneer X polynomiaal convex is. Voor n > 2 is er geen makkelijke manier om te
bepalen of een gegeven compacte verzameling X C C" polynomiaal convex is.// De
gesloten n-dimensionale bol B"(2°,r) en de gesloten polyschijf D"(z°,r) zijn poly-
nomiaal convex. Andere belangrijke voorbeelden van compacte polynomiaal convexe
verzamelingen zijn de zogenaamde polynomiale polyhedra:

= {z € C"l|ai| < M,|Pi(2)| < M. ,|Pu(2)] < M}

voor een M > 0, m > 0 en polynomen P, Py, --- , P,.
Verder zijn ook alle compacte convexe verzamelingen X polynomiaal convex, om-
dat (zie Hérmander[4, Stelling 2.1.5])

X={z€eC":1(z) < m)&(xxl voor alle reéelwaardige R-lineaire functies [}.

Voor nader onderzoek naar de eigenschappen van X hebben is meer theorie nodig.
In het volgende hoofdstuk wordt de theorie van Banachalgebras gebruikt om op
natuurlijke manier polynomiaal convexe verzamelingen te produceren. In de laatste
hoofdstukken wordt de theorie van holomorfe stromen van Poletsky gebruikt om
polynomiale convexiteit dieper te bestuderen.
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2 Banachalgebra methoden

2.1 Banachalgebras in sneltreinvaart

Een Banachalgebra is een Banachruimte over C met een ringstructuur die aan scalaire
vermenigvuldigen gerelateerd is door a(zy) = (ax)y voor x en y in A, a € C en
waarvoor op A geldt: ||zy|| < ||z]||y||. In deze scriptie zijn alle Banachalgebras
commutatief en hebben een eenheidselement 1: z-1=1-z (x € A) en ||1]] = 1. Het
spectrum o(x) van een element = € A, is de verzameling van alle complexe getallen
A waarvoor geldt dat  — \ geen inverse heeft. Voor elke z € A, is o(x) een niet-lege
compacte verzameling in C. Tevens geldt |\| < ||z]|| voor alle A € o(x).

Stelling 2.1 (Ge’lfand-Mazur). Een commutatieve Banachalgebra met een iden-
titeit die ook een lichaam is, isometrisch isomorf met C (als een Banachalgebra).

Er is een natuurlijke identificatie van de ruimte van maximale idealen Max(A)
van A met de ruimte van C-waardige homomorfismen, met topologie de geinduceerde
zwak-* topologie van A*. Een Banachalgebra homomorfisme is een homomorfisme
van de onderliggende ringstructuur. Een belangrijk resultaat is dat zulke homomor-
fismen altijd begrensd zijn, met norm hoogstens gelijk aan 1. In de zwak-* topologie
is Max(A) compact en Hausdorff. De Ge’lfandgetransformeerde van x € A, is de
C-waardige functie & op Max(A) gedefinieerd door ¢ — ¢(x).

Stelling 2.2. De Ge’lfandgetransformeerde is een homomorfisme van A naar een
algebra A wvan continue functies op Max(A). De algebra A scheidt de punten van
Max(A) en bevat de constanten. De Ge’lfand-getranfsformeerde is normverlagend:
1% Intax(ay < Ml voor x € A.
Ook geldt voor & € A: o(x) = #(Max(A)) en [|&]|yya) = liMnsoo [l27]/".
Hierdoor geinsprireerd, definiéren we het gezamenlijke spectrum van zi,xo,--- , Ty
als

o(x1, 32, -, @n) ={71(¢), -, Tn(¢) : ¢ € Max(A)}

Voor het geval n = 1 komt dit neer op het eerder gedefinieerde spectrum. We schrijven
o(x1,22, -+ ,Zy) voor het polynomiaal convexe omhulsel van o(x1, 22, -« ,Zp)-

2.2 Toegepast op P(X)

We gaan bovenstaande theorie toepassen op de Banachalgebra A = P(X) met
X C C" compact. P(X) is dan een eindig voortgebracht algebra, met voortbrengers
Z1,%2,"*+ ,2Zn. Voor een Banachalgebra van functies A op X schrijven we e,, voor de
puntevaluatie in een punt w: ey (p) = p(w) voor all p € A.

De volgende stelling geeft het verband tussen P(X) en X.

Stelling 2.3. Zij X C C" compact. Dan is er een natuurlijke identificatie tussen
Max(P(X)) en X. Ook geldt: X = (21,22, ,2). Voor polynomiaal conveze
X geldt Max(P(X)) = X. In het bijzonder geldt dat: X is polynomiaal convez als
P(X) =C(X).



2.2 Toegepast op P(X) 9

Bewigs. Elk C-waardige homomorfisme ¢ van de algebra van polynomen in
21,22, ++ , 2p is een puntevaluatiehomomorfisme e,o: 20 = (¢(21),--+ , ¢(2,)) € C™
Dus elke homomorfisme van P(X) is evaluatie in een punt van C™: ¢ € Max(P(X)) =
er is een 20 € C" zodanig dat ¢ = e,0. Daar ||¢|| < 1, geldt |6(p)| < ||pllx. Oftewel
Ip(z9)| < |Ipllx voor alle p € P(X): 2% € X.

Stel nu dat z° € X. Dan volgt uit |p(z°)| < [|p||x voor alle polynomen p. Uit
de continuiteit van tevens: |f(z%)| < ||f|lx voor alle f € P(X). Daarom: e, €
Max(P(X)). Injectiviteit en surjectiviteit zijn duidelijk. Het laatste deel van de

stelling volgt uit Max(C(X)) = X. O
Stelling 2.4. Zij A een eindig voortgebracht Banachalgebra met voortbrengers

X1,%9,- - ,&n. Dan is het gezamenligke spectrum o (x1, T2, -+ ,Tp) VAN T1, T, - , Ty
polynomiaal conver en de natuurlijke projectie m van Max(A) op o(x1, T2, -+ ,Tp) 18

een homeomorfisme.

Bewijs. Omdat A eindig wordt voortgebracht, wordt elk ¢ € Max(A) volledig be-
paald door zijn waarden op de voortbrengers; 7 is daarom injectief. Continuiteit is
onmiddellijk, want 7 is continu per codrdinaat. Roep in herinnering uit elementaire
topologie dat een continu bijectieve afbeelding van een compacte ruimte naar een
Hausdorffse ruimte een homeomorfisme is: 7 is een homeomorfisme.

Neem een 2° € 5(x1, 29, - ,2,). Dan geldt voor alle p € P(X):
p(z")] <suplpl = sup |p(#1(), -+ ,@n(9))]
2€0 ¢pEMax(A)
— 2.1
= (1,73 2n(0) 2
< ||p($1,.7)2, T an)“ ’

de laatste ongelijkheid volgt omdat de Ge’lfandgetransformeerde normverlagend is.
Beschouw A’ = {P(z1,x2, - ,2,) : P een polynoom}. Definieer x : A* — C,

x(P(z1, 72, ,x,)) = P(2°). Omdat x1,zs,- - ,z, voortbrengers zijn, is de afbeel-

ding goed gedefinieerd, ligt A’ dicht in A. Omdat y continu is, kan ze worden voortge-

zet tot heel A. Omdat 21,29, , T, voortbrengers zijn geldt 20 = (£1(¢), -+ ,3,(0))

en daarom 2° € o(x1,x9, -+ ,,), waaruit volgt dat

o(x1,m9,+ ,xp) = 0(T1,22, *+ ,Tp)- O
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3 Potentiaaltheorie

In dit hoofdstuk vatten we enkele belangrijke begrippen en resultaten uit de poten-
tiaaltheorie samen. De bronnen die we hebben gebruikt zijn Kiselman[5], Krantz[6]
en Ransford[11].

3.1 Elementaire theorie van (pluri)subharmonische functies

Definitie 3.1. Een functie u : Q@ — R op een gebied Q C R™ heet subharmonisch
op Q2 als

(a) u boven semi-continu (usc) is in €, i.e.

limsupu(z) =lim sup wu(z) < u(z®)
z—z0 €0 |5_g0|<c

voor elke 20 € Q en

(b) de submiddelwaarde eigenschap (smvp) geldt: voor elke 2% € Q en voor een vol-
doende kleine r > 0, is u(z°) niet groter dan de gemiddelde waarde M., (u)(x?)
van u op de sfeer S(z°,r):

0 1 /
< . .
u(z"”) < pe S(xO,r)U(x)dU (3.1)

De volgende eigenschappen van subharmonische functies volgen uit definitie 3.1:

1. Een lineaire combinatie aju; + - - - + @y Uy, van subharmonische functies u; met
niet-negatieve coéfficiénten a; is subharmonisch.

2. Het maximum van een eindig aantal subharmonische functies,
u(z) = sup{ui(x), - ,um(x)}, is subharmonisch.

3. De limiet van een uniforme convergente of monotoon dalende rij van subhar-
monische functies is subharmonisch.

4. 7ij uqs, o € A een collectie subharmonische functies. Wanneer |A| < oo dan is
de bovenomhulsel u = supy u, subharmonisch. Neem nu aan dat {u,} lokaal
uniform van boven begrensd is (oftewel u lokaal begrensd) en A oneindig. Dan
hoeft niet meer te gelden dat u subharmonisch is, omdat u niet usc hoeft te
zijn.

Voor een willekeurige, lokaal van boven begrensde functie v, is de regularisatie,
i.e. de kleinste usc majorant v* gedefinieerd en is gelijk aan:

v*(z) = limsupv(w).
w—r2
Als de functie v in het punt 2% voldoet aan de smvp, dan voldoet v* ook
aan smvp in 2°. Aangezien supa u, in elk punt voldoet aan de smvp, is u

subharmonisch.
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Uit (a) volgt dat {x € Q: u(x) < t} open voor alle t € R. Hieruit volgt dan dat
op elke compacte X C 2, de functie u zijn maximum aanneemt. Daaruit volgt weer
het belangrijke maximum principe.

Stelling 3.1 (maximum principe). Zij u een subharmonische functie op een ge-
bied Q C R" die een globaal mazimum aanneemt in een x° € Q: u(z®) = supq u.
Dan is u constant op €.

Voor een harmonische functie v geldt in (b) gelijkheid en zijn dus v en —v beide
subharmonisch; het omgekeerde is ook waar. Hieruit en uit het maximumprincipe
volgt dat, wanneer v harmonisch is, u subharmonisch en usp < vjpp, dan ook:
u(z) <w(z) op D.

Als u harmonisch is in de bol B(2,r) en continu in B, dan geeft de Poisson
formule

ww)= [ P, (32

waarin P(z,y) de Poissonkernel voor de bol B(x?,r) is. Voor de eenheidsbol met de
oorsprong als middelpunt geldt:

11— |z

Op—1 |7 — y|n’

P(:v,y) =

waarbij formule (3.2) het klassieke Dirichletprobleem oplost: als ¢ continu is op 0B,
dan is

we)= [ P i)

harmonisch in B, continu op B en gelijk aan ¢ op 0B.

Definitie-Lemma 3.2. Een verzameling E C € heet polair wanneer er een subhar-
monische functie u Z —oo op ) bestaat die —oo is op E. Subharmonische functies
zign lokaal integreerbaar, dus polaire verzamelingen hebben Lebesguemaat nul. Door
convolutie van een subharmonische functie u met een approximatie-eenheid Ks(x) > 0
(6 > 0) die C* is, met drager in B(0,0) en [ Ks(x)dV =1 en us = u* K; krijgen
we C*° subharmonische functies us die monotoon naar u convergeren als 6 — 0.

Als u € C%(Q) is, dan is subharmoniciteit equivalent met een positieve Laplaciaan
Awu. Dit volgt uit de machtreeks van u en eigenschap (b):

1
e [ e = u(a) + O (Bl + o(1),
met C een van r onafhankelijke constante.
Wanneer v Z —oo een willekeurige subharmonische functie in een gebied (2 is,

dan is u lokaal integreerbaar in €2 en is daarom een distributie. Door u te benaderen
door oneindig maal differentieerbare subharmonische functies, volgt dat Awu positief
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is in de zin van distributies. Omdat elke positieve distributie een positieve maat is,
kunnen we Au beschouwen als een positieve maat op €2. Deze wordt de geassocieerde
maat met u genoemd.

Wanneer p een eindige Borelmaat op R" is, dan is haar potentiaal U* = K %y =

[ K(z — y)du(y) een subharmonische functie. Hier is K (z) = 5= log(z) als n =2 en
K(z) = —% -1/|x|"=2 als n > 2. Door een expliciete berekening of door op te
merken dat K niks anders is dan de fundamentele oplossing van de Laplace operator,
volgt dat AU* = p. Door nu op te merken dat de Laplaciaan van v — U2% nul is op

elk compacte gebied van €2, krijgen we:

Stelling 3.3 (Decompositiestelling van Riesz). Zij u een subharmonische func-
tie in een gebied 2 C R™. Op elke relatieve compact gebied D € §2 heeft u de vorm

u=U"+h,
met U* de potentiaal van de maat u = Au en h een harmonische functie.

De theorie van subharmonisch functies is voornamelijk een theorie van R™. Voor
een bevredigende theorie in C™ hebben we meer nodig dan alleen subharmoniciteit:

Definitie 3.2. Een functie u(z) op een gebied Q wordt plurisubharmonisch (psh)
genoemd wanneer

a) u boven semi-continu is op 2 en

b) wu|; subharmonisch is op {NQ voor alle complexe lijnen ! = {a+bw : w € C} C C™.

Hieruit volgt dat u ook subharmonisch is. De eigenschappen (1) tot en met (4)
gelden dus ook voor psh functies.

Opmerking. Neem aan dat u psh C? is in een omgeving van 0. Voor elke complexe
lijn [ = {aw : w € C} is dus u|; subharmonisch in w € C en een expliciete berekening
laat zien dat

Z ﬂ(ﬂ)a-&- >0 wvoor alle a € C"
¥ 62,85] = '

Definitie 3.3. Zij u en v € L} (). De Levivorm L(u) van u definiéren we als de
n X n matrix van distributionele afgeleiden (622(9’%)2.].. We gebruiken de conventie:

L(—o00) is de 0 matrix. We zeggen dat u een positieve Levivorm heeft, notatie:
L(u) > 0, als voor alle a € C", 3, ; %auzjai&j een positieve distributie is, i.e.
0%u

/ Z = —a;ajp >0 voor alle positieve testfuncties .
25 02;0%;

Tevens zeggen we dat u een grotere Levivorm heeft dan v, notatie: L(u) > L(v), als
u — v Of lokaal integreerbaar of u —v = —oco is en L(u —v) > 0.

Definitie-Lemma 3.4. FEen usc functie u Z —oo is plurisubharmonisch desda L(u) >
0. Voor een C? functie u kunnen we L(u) ook beschouwen als de differentiaal-

vorm Z” %{;‘z_jdz,-dzj. Voor een willekeurige uw € PSH*(Q) beschouwen we de
coéfficiénten van deze “differentiaalvorm” als distributionele afgeleiden. Deze wordt
dan een stroom (Engels: current) genoemd.



3.2 Lelonggetallen en harmonische majoranden 13

Voor het verband tussen stromen en psh functies verwijzen we de lezer naar het
klassieke boek van Lelong|[8].
3.2 Lelonggetallen en harmonische majoranden

Definitie-Lemma 3.5. Voor een psh functie u in een omgeving van een zg € ) C
C", wordt het Lelonggetal v,(z9) van u in zy gedefinieerd als

! i #(Br(2))
Crm /‘S'I‘(z) uds = lrlﬁ)l Man_2(B(0) N Cn—1)’ (3.3)

SUP|;—zg|=r U

im
0 log r

= lim
r]0

met p = %Au.

Bewijs en opmerkingen. Voor motivatie en het bewijs van (3.3) word verwezen naar
Hoérmander[4, Hoofdstuk 3 en 4], en Kiselman[5, Hoofdstuk 2]. Uit de eerste definitie
volgt: 1,(z9) > 1 desda u(z) — log|z — 29| begrensd is van boven in een omgeving van
z9. Een belangrijk voorbeeld is: u = log|f| waarbij f een holomorfe functie op een
gebied 2 in C™ is . Voor n = 1 geldt dan bijvoorbeeld dat 44f/(2) gelijk is aan de
multipliciteit van het nulpunt van f in z. O

Definitie-Lemma 3.6. Zij (v, ) een paar met p een positieve maat op D en v een
reéle maat op T. Dan is

— 22
Po() = /T Pl w)dv(w) = — [ 22 g (3.40)

27 Jr |z —w|?

een harmonische functie op T en

Gu(2) = [ G 0)du(0) = [ 1ol =

ZW@ (3.4D)

een subharmonische functie op D. Hierin is P(z,£) de Poissonkernel en G(z,§)
de Greenfunctie voor D. In het bijzonder correspondeert met het paar (v,u) een
subharmonische functie

I(u,p,) =P, +G,. (3.4c)

De functie G, is niet identiek —oo desda [p(1 — [¢])du(¢) < co. Stel nu dat p de
speciale vorm 2w de[@ﬂ(()& heeft voor een niet-negatieve functie 8 op D. Wanneer
G # —o0, dan heeft p eindige maat op compacte verzamelingen en is (3 nul buiten
een aftelbare verzameling en de som die G, definieert, convergeert in distributiezin.
Als Gy # —o0 dan geldt dat AGy, = p en (dus) vg, = p{e} = 8. Er geldt zelfs dat
G, de grootste, niet-negatieve subharmonische functie is op ID met het Lelonggetal
in z minstens geligk aan B(z).

Definitie 3.4. S(D) is de verzameling subharmonische functies u op D met een har-
monische majorand h uit de (Hardy klasse) h'(DD), i.e, u < h en

1 2m .
lim sup — |h(re'?)|df < oo
ro1 2T 0
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De verzameling (v, 1), v een reéle maat op T met eindig positief deel, u een positieve
maat op D en

/ (1~ [¢2)dp(¢) < o0
D

wordt genoteerd als B(ID). Zulke paren worden ook beschouwd als één maat op D.

Stel dat w = I, ,). Het is een natuurlijke vraag wat de condities op het paar
(v, ) moeten zijn zodat u € S(D):

Stelling 3.7 (Littlewood). Voor alle u € S(D) is er een positieve maat n op D en
een reéle maat v met eindige positieve deel op T (i.e. totale variatie |v|(T) < oo0),
zodanig dat

/ (1= [¢2)dp(¢) < o0
D

u(z) = Gu(2) + P,(2)

gelden. Omgekeerd, wanneer zulke v en p gegeven zijn, dan zit u(z) = G,(2) + P,(2)
in S(D), G, is negatief en subharmonisch, lim, 1 G, (re??) = 0 b.o,
2w )
lim Gu(re?)ds =0

r—1 0
en de functie P, is de kleinste harmonische majorand van u.

Anders geformuleerd zegt de stelling: u € S(D) desdau = I, ,) met (v, u) € B(D).
Zie Tsuji[15] voor een bewijs.
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4 Holomorfe stromen

4.1 Inleiding

Poletsky heeft in zijn baanbrekend artikel Holomorphic Currents uit 1993 3 een
nieuwe methode geintroduceerd om plurisubharmonische functies te construeren aan
de hand van zogenaamde omhulsels van schijffunctionalen. Dit komt neer op het ne-
men van het (puntsgewijze) infinimum van een schijffunctionaal over een natuurlijke
klasse van analytische schijven. Dit was nieuw in de theorie van plurisubharmo-
nische functies. In het algemeen is het minimum van twee psh functies niet weer
psh. Poletsky toont aan dat onder een aantal voorwaarden, dit omhulsel EH van
een schijffunctionaal H wel een plurisubharmonische functie is. Het omhulsel blijkt
tevens gelijk te zijn aan het supremum van een natuurlijke klasse van psh functies.
Dit is niet vanzelfsprekend, want zoals al opgemerkt in hoofdstuk 3, in het algemeen
is het supremum over een willekeurig klasse van psh functies niet usc en dus ook niet
psh. Zijn theorie culmineert in de Dualiteitsstelling (Hier: Stelling 4.3).

Eerst abstraheert Poletsky de eigenschappen van in wezen de enige drie bekende
schijffunctionalen (de Poissonfunctionaal, Rieszfunctionaal en de Lelongfunctionaal).
Dit om een aantal axioma’s, H1-H4 en A1-A4, op te stellen die de essentiéle eigen-
schappen van deze drie functionalen weergeven. Door alleen gebruik te maken van
deze axioma’s, kan hij de Dualiteitsstelling bewijzen. Een volledige formulering van
deze voorwaarden zou heel veel ruimte vragen. Een gedetailleerde beschrijving van
de bewijzen van de hoofdstelling al helemaal. Hoewel ik dit oorspronkelijk ook van
plan was, is dit niet nodig gebleken. Ik ben niet kunnen doorgedrongen tot het hart
van Poletsky’s bewijs van de Dualiteitsstelling. Een aantal experts zijn er zelfs niet
van overtuigd dat het bewijs klopt. Het is veelzeggend dat Larusson en Sigurdsson in
de abstract van [7] opmerken: “Through work of Evgeny Poletsky, it has transpired*
that certain disc functionals on domains in C" have plurisubharmonic envelopes”.

Voor de enige drie schijffunctionalen zijn in [7] simpelere bewijzen gegeven. Larusson
en Sigurdsson hebben tevens de resultaten van Poletsky gegeneraliseerd van gebieden
in C™ naar een ruime klasse van complexe variéteiten. In deze klasse zitten bijvoor-
beeld alle Riemann oppervlakken en gebieden in Steinse variéteiten.

Een aantal belangrijke ingrediénten en definities uit het (lange) artikel van Po-
letsky heb ik geisoleerd. Mijn hoop is dat de lezer tenminste de formulering van de
Dualiteitsstelling begrijpt en misschien zelfs kan toepassen op nieuwe functionalen,
anders dan de nu® bekende.

3in [9] uit 1991 werd hiervan al een simpele variant geintroduceerd
*Mijn cursivering.
5We schrijven juni 2001.
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4.2 De drie hoofdfunctionalen

Definitie 4.1. Zij Q2 C C™ een gebied in C". Dan definiéren we de ruimte van
gesloten analytische schijven als

Ag = {f :D — Q: f holomorf in een omgeving van D}.

Tevens: Aq(z) = {f € Aq : f(0) = z}. Een schijffunctionaal op 2 is een
afbeelding H : Aq — R. Een schijffunctionaal H noemen we van boven begrensd
op compacta als voor alle compacte deelverzamelingen M van {2, een constante
C > 0 bestaat zodanig dat

H(f) < C wvoor alle f € Ag met f(D) C M

geldt. Een schijffunctionaal H noemen we boven semi continu, afgekort: wusc,
wanneer het volgende geldt. Als {f;} C Aq een rij is die uniform convergeert
op compacte verzamelingen van 1D naar een f € A en bijna overal op T, dan

limsup; o, H(f;) < H(f). )
Het omhulsel van een schijffunctionaal H is de functie EH : Q@ — R gedefinieerd
door

EH(z) = inf H(f).

Definitie 4.2. Zij ¢ een usc functie op Q. De Poissonfunctionaal Hy = Hf
geassocieerd met ¢ is de schijffunctionaal gedefinieerd door

HY? . AQBfr—)%/Tgbofd/\. (4.1)

De Poissonfunctionaal is begrensd op compacta van 2: als M een compacte deelver-
zameling van Q is, dan: H f (f) < supy, ¢. Tevens is H f’ usc: zie Lemma 5.7. Verder
definiéren we F; = F¥ = {w € PSH(Q) : w < ¢}.

Definitie 4.3. Zij v een plurisubharmonische functie op 2. De Rieszfunctionaal
Hy = H;p geassocieerd met v, is de schijffunctionaal gedefinieerd door:

0 alsvo f=-—0c0

4.2
%fmlogl-lA(vof) anders. (4.2)

Hj - AQBflr—){

De Rieszfunctionaal is begrensd op compacta van Q: H3(f) < 0 voor alle f € Aq.
Verder definiéren we Fo = F§ = {w € PSH(Q2) : w <0en L(w) > L(v)}.

Lemma 4.1. De Rieszfunctionaal is in het algemeen niet usc.

Bewijs. Beschouw Q = B#(0) C C%. Neem a; € C*, k; € R~ zodanig dat a; — 0
voor j — oo en v1(0) = —1 met v1(§) de subharmonische functie »_; k; log|§ — a;l.
Beschouw nu v € PSH*(Q): v(¢,€) = max(vi(€) + [¢|>,—2). Dan: Acv((,0) = 4

en v((,a;) = —2. Definieer de analytische schijven f; en f in Q: f;(¢) = (¢, a;) en
f(¢) =(¢,0). Dan convergeert f; uniform naar f op . We hebben HJ(f;) =0 en

1 1 1 27
Hg(f)Z%/DlOgMA(UOf)Z%/_OA_OlogTA-rdrqu

,
1
= 2/ ((r2 logr)" — r)dr =-1,
0
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en dus: limsup,_,, H3(f;) = 0> —1 = HJ(f). O

Definitie 4.4. De Lelongfunctionaal H3 = Hf geassocieerd met een niet-negatieve
functie «, is de schijffunctionaal gedefinieerd door

HY: Aad fe Y a(f(Q))me(f)loglcl. (4.3)

¢eb

De som is gedefinieerd als het infinimum van zijn partiéle sommen en, m¢(f) is de
multipliciteit van f in (. De Lelongfunctionaal is begrensd op compacta van €
HS$(f) < 0 voor alle f € Aq. Verder definiéren we: F3 = F§ = {w € PSH(Q) :
w < 0en vy > al.

In de hoofdstukken 5, 6 en 7 zullen we de volgende stelling bewijzen:

Stelling 4.2. Zij H = H; de Poisson-, Riesz- (met v continu) of Lelongfunctionaal
op een gebied Q in C™, met F = F; de corresponderende verzameling psh functies.
Dan is het omhulsel w = EH psh en geldt de dualiteit

= inf H(f)= .
M7 o T 7 L)

4.3 Dualiteitsstelling van Poletsky

Het doel van deze sectie is om zoveel uit te leggen dat de lezer de formulering van de
Dualiteitsstelling begrijpt. Het is bekend dat PSH(S2) gesloten is onder het nemen van
eindige maxima. In het algemeen is het minimum van twee psh functies echter niet
psh. Poletsky[10] heeft laten zien dat het infinimum van bepaalde schijffunctionalen
over een natuurlijke klasse van analytische schijven psh is. Bovendien heeft hij de
dualiteit bewezen tussen het nemen van infinimum van bepaalde schijffunctionalen
over analytische schijven en (puntsgewijze) supremum over een natuurlijke klasse van
psh functies.

Definitie 4.5. Zij Q een gebied in C"”. We definiéren F C O(D,D) als de ruimte
van alle conforme afbeeldingen van D naar zichzelf, de afbeeldingen ( — (™, m =
1,2,3,--- en de afbeeldingen e(e; w, ¢), gedefinieerd door: ¢ — exp(c(¢—w)/({+w)),
met w € Tenc¢ > 0. We noemen O(I,Q) = {(f,Z) : f € O(D,Q), Z C C} de ruimte
van gemarkeerde afbeeldingen of gemarkeerde schijven, O(D,Q) = {(f,Z) :
f €A, ZC C}en Oy(D,Q) = {(f,Z2) € OD,Q) : f(D) € Q} C O(D,Q). We
definiéren een afbeelding o : O(D, Q) x O(D,D) — O(D, ), genaamd compositie,
door ((f,Z),9) = (f,Z)og = (f 0o g9,97*(Z)). We noemen een verzameling M C
O(D,Q) F-invariant als o(M,F) C M. De verzamelingen O(D,Q), O(D,Q) en
Oo(ID, Q) zijn respectievelijk wel, niet en wel F-invariant. Als p = (f, Z) € Oy(D, ),
dan bestaan de radiale limieten b.o. op T.

Definitie 4.6. Stel ® : M — B(D) met M C O(D,Q), p > (vp, ) € B(D). We
noemen ®°(p) = v, de uitwendige en ®*(p) = u, de inwendige van ®. & induceert
een schijffunctionaal H op 2, met domein M, gedefinieerd door

H: peIsp(0) = /Dlogm dpp(Q) +/11‘ dvy.
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Merk op dat het domein van H niet alleen uit functies bestaat, maar uit paren (f, Z).
De eerste term aan de rechterhandzijde noemen we de inwendige schijffunctionaal
geassocieerd met ®, notatie: H'(p) = Ggi(p)(0). Het omhulsel van de geinduceerde
schijffunctionaal H wordt vaak geschreven als E® i.p.v. EH:

E®(z) = inf  H(p).

=) p=(f,Z2)eM ®)
f0)=2

® wordt invariant genoemd indien zijn domein M F-invariant is en ®(p o g) =
(g*®*(p))y geldt voor alle g € Ap.

De afbeelding & wordt een holomorfe stroom genoemd als aan de volgende
voorwaarden is voldaan.

(H1) O(D,Q) C M en M is F-invariant;

voor alle p = (f,Z) € M:

(H2) ¢=(f,DNZ) € M en H(p) = H(q).

(H3) Als g € F, dan ®(pog) = g*®(p), als g proper is of 0 ¢ Z.

Q), 0 ¢ Z. Stel ook g € O(D?,D) met ¢(0,0) = 0
p g(e,&). Dan moet gelden: voor alle ¢ > 0 is er een
, 0 ¢ W zodanig dat ¢

< / H(q(w)) d\(w) + e (4.42)
271'
Een holomorfe stroom wordt inwendig genoemd indien, in plaats van (4.4a),

H(p.) < — H )) d\(w) + H'(p o g(0,t€)) + ¢ (4.4Db)

waar is voor alle 0 <t < 1.

Een holomorfe stroom is dus een afbeelding die aan een complexe kromme I" in
Q met een gemarkeerde verzameling Z C C, een maat toekent op I, die positief
op D is en eindige variatie heeft op T. De verklaring van het woord stroom komt
uit de elektromagnetisme: beschouw de maat als een ladingsverdeling op de (ho-
lomorfe) kromme.” De toegekende maat moet tevens invariant zijn onder globale
codrdinatentransformatie (eigenschap H3). De maat is dus alleen afhankelijk van de
kromme, haar rand en de verzameling Z. Globaal genomen bestaat Z uit de punten
waar ®(p) atomen heeft. De volgende eigenschap blijk ook nodig te zijn. Wanneer
een gemarkeerde afbeelding p is vastgezet, dan is de functie

£ geélgﬂgm H(poyg),
9(0)=¢

subharmonisch op D. Eigenschap (H4) dient hiervoor.

67ij o : Y — R, Y een topologische ruimte met een Borelmaat p. De bovenintegraal van ¢ wordt
gedefinieerd als het infinimum van alle integralen van alle Borelfuncties 1 > ¢ en wordt genoteerd
als [, ¢ dp(y). Merk op dat apriori H(g(w)) niet meetbaar hoeft te zijn.

Dit is mijn interpretatie, want Poletsky[10] zelf blijft er vaag over.
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Voorbeeld 4.7. De schijffunctionalen Hy, Hy en H3 komen van zulke paren maten. In
alle drie de gevallen: M = O(D, ). Voor Hj: @‘f((f, Z)) = (0,¢ o firdX). Voor Ho:
5((f,2)) = (A(vo [),0). Voor Hj:

o3((f,2)) = (27r > alf(€)me(f)de, 0) ;

£ebD

met d¢ de Diracmaat in het punt £. In alle gevallen is de gedefinieerde stroom & niet
afthankelijk van de verzameling Z. Daarom schrijven we (met misbruik van notatie):
M = Aq.

Opmerking 4.8. Beschouw voor een niet-negatieve usc functie a de holomorfe stroom
® met domein M = O(D, Q) en die gedefinieerd wordt door

M>p=(f,2)~ (27T > a(f(f))mg(f)5§a0)-

£ebnz

Voor het geassocieerde omhulsel hebben we:

E®(z) = inf Z a(f(¢))me(f)log|¢| voor alle z € Q.
p=(f,2)eM
f0)=z ¢EPNZ
Dit is hoe Poletsky[10] de Lelongfunctionaal definieert. Omdat « niet-negatief is en:
(f.Z) e M = (f,D) € M, volgt onmiddellijk: E® = EHf. Hoewel & # &%
en H§ # H, bij het overgaan op het omhulsel krijgen we gelijkheid. We hadden
dus net zo goed de verzamelingen Z buiten beschouwing kunnen laten. Ik ken geen
holomorfe stroom die op een “niet-triviale” manier afthankelijk is van de gemarkeerde
verzamelingen Z.

Merk verder op dat Poletsky een extra eis legt op a: usc. Dus [7] generaliseert
wederom een deel van Poletsky’s artikel, daar in [7] voor « een willekeurige niet-
negatieve functie genomen mag worden®.

Omdat we te maken hebben met een variationele probleem, moet wel duidelijk
zijn wat de toegestane variaties zijn van de gemarkeerde afbeeldingen. We eisen
enige analytische eigenschappen voor waarden van H op zulke variaties. De enige
redelijke keuze van toegestane variaties zijn holomorfe families, i.e. een familie van
gemarkeerde afbeeldingen p(z) = (f(e,z), Z(z)), waarin f € O(D x G,) met G
een domein in C*, de verzameling Z(z) uit aftelbaar veel punten (;(z) bestaat met
¢j(z) holomorf in z. Verder eisen we dat onze familie regulier is: f((;(z),z) = ¢;
is onafhankelijk van x. Dit, om te voorkomen dat atomen niet opeens verdwijnen
wanneer we x variéren.

Eerder hebben we bewezen (Lemma 4.1) dat in het algemeen Hs niet usc is. Het
blijkt dat het wel bijna boven semi-continu is. Dit eisen we ook voor H(p(x)) voor alle
reguliere holomorfe afbeeldingen p(z). In de definitie van ausc wordt gebruik gemaakt
van het begrip bijna boven semi-continu functie. De precieze definitie geven we hier
niet, maar verwijzen de lezer naar Poletsky[10, Hoofdstuk 4]. Behalve bijvoorbeeld
alle usc functies, zijn ook superharmonische functies ausc.

&Voor gebieden in C™.
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Definitie 4.9. Een functionaal H gedefinieerd op een M C O(D, Q) heet bijna
boven semicontinu (ausc) als

(A1) Voor alle p = (f,Z) € M en € > 0 bestaat er een eindige verzameling W C Z
zodanig dat ¢ = (f,W) € M en H(q) < H(p) + .

(A2) Voor alle reguliere holomorfe families p(x) = (f(e,x), Z(x)), x € G C CF, de
functie = — H(p(z)) is Borel en ausc in G.

(A3) Als p = (f,Z) € M en p = (f(te),t71Z), 0 < t < 1, dan moet gelden:
limsupy_,1 H(p:) < H(p)-

(A4) Als V een stabiele omgeving voor een reguliere holomorfe familie p(x), en
V! C V is een andere omgeving van D x G, dan: voor alle rij van holomorfe af-
beeldingen g : V! — V die uniform convergeren naar de identiteitsafbeelding
op V' en voor alle € > 0 het volgende geldt:

Jim m({z € G+ H(pe(w)) 2 H(p(z)) +€}) =0

waarin pg(z) = p o gx(e, ) volledige composities zijn.
Definitie 4.10. Zij v psh. We zeggen dat v miet groter is dan ®°, notatie: v < ®Y,
wanneer v o fdf < ®° op T, i.e.
/ vo f(e®)d < B°(f)(E)  voor alle f € Ag (4.6)
E

en alle Borelverzamelingen E C T.? We zeggen dat v niet groter is dan ®', notatie:
v < @', wanneer er geldt dat

i) < Alvo f), ie. B(f)(E) < /E Awo f) (4.7)

voor alle f € Aq en alle Borelverzamelingen E C . Tenslotte zeggen we dat v
niet groter is dan ®, notatie: v < ®, wanneer v < ®° en v < ®. De (misschien)
op het eerste gezicht wat rare richting van de ongelijkheidstekens komt vanwege:
v< P = onfd@ < Pq,o(f), v< P = GA(vof) < Gq)i(f) env < ®= I(v@fd@,A(UOf)'

We kunnen nu eindelijk de hoofdstelling voor holomorfe stromen formuleren:

Stelling 4.3 (Dualiteitsstelling). Zij ® een invariante ausc holomorfe stroom die
van boven begrensd is op compacta van een gebied @ C C". Dan is het omhulsel
u = E® psh en geldt er de dualiteit

E® = sup v,

vEPSH(Q)
v<P
oftewel
inf H(p)= sup w(z) voor alle z € Q en
p=(f,2)eM ®) vEPSH(Q) =)
f(0)=2 <P

waarbiy H de door ® geinduceerde functionaal is.

°In Poletsky[10] wordt dit gedefinieerd als 5-v o f (e*®)dO < ®°, met een factor 27 Dit is echter
fout.
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Voorbeeld 4.11 (Poissonstroom). w < ® = <I>‘f. (4.6) en (4.7) reduceren tot

o) ew o ew en =P’ w o
/E“’ £ >des/E¢ f(e®)ds en 0 @(f)stA( f

voor alle f € Aq, Borel E C D en Borel F' C T. De laatste ongelijkheid is altijd waar,
omdat w psh is en de eerste ongelijkheid is equivalent met w < ¢ (neem f = zp).
De Dualiteitsstelling geeft:

1
u(z) = inf —/ opdh= sup w(z),
(=) feAq(z) 2m Tf ¢ wePSH(Q) (=)
w<e

en v is psh.
Voorbeeld 4.12 (Rieszstroom). w < ® = ®Y: (4.6) en (4.7) reduceren tot

/wofd@g<1>0(f):o
F

en
/A(vof) g/ A(wo f)
E E
voor alle f € Aq, Borel E C D en Borel F C T. Dit is equivalent met (kies f = zp),
w<0en
[ awen> [ awer,
E E

oftewel, L(w) > L(w).
De Dualiteitsstelling geeft:

) 1 2r
u(z) = nf - /0 logiel Awe f) = sup (),
L(w)>L(v)

en u is psh.
Voorbeeld 4.13 (Lelongstroom). v < ® = ®§: (4.6) en (4.7) reduceren tot

/wofdegcpf’(f):o
F

en

[ 27 T altOmeln)dc = 20 Y- alsOme(r) < [ Atwo ).
£ ¢ep (€E E
voor alle f € Aq, Borel F' C T en Borel E C D. Formule (7.1a) uit hoofdstuk 7 toont
dat bovenstaande ongelijkheid gelijkwaardig is met v,, > a.
De Dualiteitsstelling luidt in dit geval:
u(z) = inf 27y o(f(¢))me(f)logl¢| = sup w(z),
feAa(z) w<0

ceb u(wTZa

en u is psh.
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5 De Poissonfunctionaal

Lemma 5.1. Voor een gebied @ C C™ is de L}, topologic op PSH*(Q2) hetzelfde
als de topologie geinduceerd door de ruimte van distributies D'(Q) op Q. Aangezien
L}, () een volledige metrische ruimte is, is de topologie van PSH*(Q) dus geinduceerd

door een metriek.
Bewigs. Zie: Hérmander[4, Stelling 3.2.12]. O
Lemma 5.2. Als F C PSH*(Q2) compact is, dan is sup F usc en daarom ook psh

Bewijs. Voor een r > 0, w € L () definiéren we Q, = {z € Q: d(z,09) > r}.
Het enige niet-triviale wat nagegaan moet worden is het usc zijn van u = sup F.
is. De submiddelwaarde eigenschap volgt zoals gewoonlijk door toepassing van de
‘limsup variant’ van het lemma van Fatou.
Neem een 3 > 0, zp € Q met u(xg) < . Aan te tonen: {x € Q: u(x) < a} is
open. Kies een € > 0 zodanig dat u(zg) < 8 —e. Als wy € F en ry voldoende klein

is, dan geldt
wo(20) < (Myg(wo)) (o) < ulwo) < B —e

Nu is de functie L] (Q)x €, — R gedefinieerd door (f,z) — (My,(f))(x) continu
en er bestaat daarom een open omgeving Uy van wy € PSH(2) en een open omgeving
Vo van xg, zodanig dat

My (w) < f—€  YwelVr el (5.1)
Omdat F compact is en wy willekeurig gekozen was, bestaat er een eindige open
overdekking Uy,Us, --- ,Uy van F en open omgevingen Vi, Vo, --- | Viy van zg zodanig
dat (5.1) geldt voor alle w € U;. Definieer nu V- =nN;V;. Dan: V C {z € Q: u(z) <
8}. O

Propositie 5.3. Zij ¢ een usc functie op een gebied Q C C" en F = F® = {v €
PSH(Q2) : v < ¢}. Dan supF € PSH(Q) en supF < EH%s Ook geldt: EH‘f €
PSH(2) desda EH? € F en dan geldt EH? = sup F.

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid: F # {—oco}. Zij vg € F \ {—oc0} en be-
schouw de deelverzameling Fy = {v € F : v > vp}. Aangezien ¢ usc, is een rij in Fy
lokaal uniform van boven begrensd. Omdat v > vy voor elke v € Fy, convergeert de
rij niet naar —oo lokaal uniform. Daarom is er een deelrij die naar een w in PSH(2)
convergeert. Er geldt zelfs dat w de usc regularisatie is van de limsup van de deelrij
(Zie: Hormander, loc. cit. ). Omdat ¢ usc is, volgt uit de definitie van usc regularisa-
tie : w < ¢. Dus w € Fy. Bovenstaand argument toont dat Fj rijcompact is en dan
ook compact, daar de topologie geinduceerd wordt door een metriek (Lemma 5.1).
Uit Lemma 5.2 volgt dan: sup F € PSH(Q). Voor alle v € F en f € Aq geldt:

1
o) <5 [

1
Tvofd)\g %/T¢ofd)\:Hf(f).
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Neem voor een vaste z het infinimum over alle f € Aq(z) en het supremum over alle
veF:supF < EH‘f
De rest van de propositie is een onmiddellijk gevolg van EH‘{s < ¢:

4 = 1 i o i z =0z
BHY() = ot 5= [ seran< 5o [ o) dne) = ofe)

fEAq (z
O

Stelling 5.4 (Hoofdstelling voor de Poissonfunctionaal). Zij ¢ een usc func-
tie op een gebied Q2 C C". Dan is u = EH‘f psh en voor alle z € Q geldt

1
u(z) = inf — ohd\ = sup v(z),
( ) heAq(z) 27{'/]r¢ ve}l'} ( )

met FY = {v € PSH(Q) : v < ¢}.

Bewijs. Het enige dat hier nog bewezen dient te worden is, dat w psh is. De rest
volgt uit Propositie 5.3.

(a) Vanwege de monotone convergentiestelling: H;’ \,Hf wanneer j — 0O VOOr
elke rij van usc ¢; N\, ¢ en dus EH?J' AV EH(f Omdat een limiet van een
dalende reeks van psh functies psh is en omdat er een dalende rij van continue
functies is die convergeert naar ¢, mogen we in het bewijs -zonder verlies van
algemeenheid- aannemen dat ¢ continu is.

(b) In Lemma 5.5 bewijzen we het bestaan van holomorfe variaties van analytische
schijven. Daarna wordt Lemma 5.6 bewezen; een gevolg van dit lemma is dat
de verzameling {z € Q: u(x) < B} voor alle 8 > 0 open is. Dus u is usc

(c) We willen aantonen dat w subharmonisch is op complexe lijnen. Vanwege (b)
zijn we klaar, als we de submiddelwaarde eigenschap op complexe lijnen kunnen
aantonen:

1
uoh(0)§2—/uohd)\ voor alle h € Aq.
T

™

Zet een h € Aq vast. Omdat v usc is en elk usc functie de limiet is van een
dalende rij continue functies is, is het genoeg om aan te tonen dat voor elke
€ > 0 en continue functie W op Q met W > u, er een g € Aq is met g(0) = h(0)
zodanig dat

1
HY(g) < %/TWohd/\—i—e (5.22)

geldt.

De constructie van g volgt uit de lemma’s 5.7, 5.9 en 5.10:

Lemma 5.7: 3r > len F € C®(D, xT, Q) met F(o,w) € Aq, F(0,w) = h(w)
voor alle w € T en

%/THf(F(o,w)) d\(w) < %/TWohd/\—ke (5.2b)
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Lemma 5.9: 3s € (1,r) en G € O(Ds x D;, Q) met G(0,w) = h(w) voor alle
w € Dy en
1

3 [ HEGow) drw) < % /Tr HY(F(o,w)) d\(w)+¢  (5.2)

Lemma 5.10: 30, € [0,27) met
1
1) < 5= [ HY(Gle,w) dA(w) (524

waarin g(¢) := G(e'¢, ¢).

(d) De ongelijkheid (5.2a) volgt door de ongelijkheden (5.2b), (5.2¢) en (5.2d) te
combineren.

O

Lemma 5.5. Zij fo € Aq. Dan bestaat er een open omgeving V van xo = fo(0) in
Qr>1lenfeOD xV,Q) met

(1) f(¢,x0) = fo(C) woor alle ( € D, en
(ii) f(0,z) =z voor allex € V

Verder geldt dat wanneer fo niet constant is, we voor elke eindige verzameling M C
D*, f kunnen kiezen zodanig dat f(a,x) = fo(a) en mq(f(e,x)) = mq(fo) voor alle
a € M en voor alle x € V. Als fo constant is, is het mogeligk om voor alle M als
boven en met daarbij N > 0, f zo te kiezen dat f(a,z) = fo(a) en mq(f(e,z)) > N
geldt voor alle a € M en voor alle x € V.

Bewijs. M = (: definieer f als: f({,z) = (x — xo) + fo({)-
M # 0: dan: M = {aq,az2, - ,an,} C D*. Beschouw nu
(¢ = a) (¢~ a)tr

(_1)1c1+---kma’1€1 o gl

f(¢ ) =

(x —z0) + fo(C)-

De k; moeten nog geschikt gekozen worden. Als fy niet constant is bestaan er
ki > mq,(fo) met mq(f(e,2)) = mqa(fo) Ya € M. Als fo constant is, kies dan
de k; > N. A priori geldt alleen f € O(D, x C", C") waarbij fo € O(D,,Q).
Omdat D compact is, volgt uit f(ID,,2¢) C Q en de continuiteit van f, dat er
een kleiner 7 > 1 is zodanig dat f(D, x ) C Q.

O

Lemma 5.6. Zij ¢ continu, zg € Q2 en neem aan dat u(zy) = EH‘f(zO) < [ wvoor een
B € R. Dan bestaat er een omgeving V van zy in Q, r > 1 en een f € O(D, x V,Q)
met f(0,2) =z en u(z) < Hf’(f(o,z)) < B wvoor alle z € V.

Bewijs. Uit de definitie van u volgt direct dat er een fo € O(D,, Q) is met fo(0) = 2
en Hf)(fo) < . Lemma 5.5 en de continuiteit van ¢ impliceren dat z — Hf(f(o, z))
continu is. Uit H f (f(e,20)) =H f (fo) < B volgt dan, eventueel door V te verkleinen,

dat er een omgeving V van z; is, zodanig dat u(z) < HP(f(e,z)) < S voor alle
zeV. O
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Lemma 5.7. Zij H een schijffunctionaal die van boven begrensd is op compacta en
waar Lemma 5.6 voor geldt, i.e.: Als u(zg) = EH(z9) < 8 woor een B € R, dan
bestaat er een omgeving V wvan zy in Q, een r > 1 en een f € O(D, x V,Q) met
f(0,2) =2z enu(z) < H(f(e,2)) < 8 voor alle z € V.

Stel dat h € A, € >0 en W : Q — R continu met W > u. Dan bestaat er een
r>1enFeC®D, xT,Q) met F(e,w) € Aq, F(0,w) = h(w) voor alle w € T en
zodanig dat

1 1
L [ B (e, w) dAw) < —/Wohd/\Jre (5.3)
2 T 27 T

geldt.

Bewijs. 7ij wy € T en zp := h(wg) € Q. Toepassen van Lemma 5.6 geeft een

ro > 1, een omgeving Vy van xp en een f € O(Dy, x Vp,Q) met f(0,z) = = en
H(f(e,z)) <W(x)+ g op Vo. Neem een open boog Iy C T die wg bevat en zodanig
dat h(w) € Vp voor w € Iy. Definieer nu Fy € C®°(D,, x Iy, Q) door (¢,w)
f(¢,h(w)). Door ry eventueel te vervangen door een kleiner getal groter dan 1 en
Iy door een kleinere open boog die wy bevat, mogen we aannemen dat Fy(D,, x Ip)
precompact ligt in €.

Uit het compact zijn van T en het bovenstaand argument volgt dat er een eindige
open overdekking van T door open bogen {Ij}évzl, rj > 1len F; € C°(Dy, x I;,Q)
zijn met Fj(e,w) € Aq(h(w)) voor w € I; met F;(D,, x I;) precompact in €2 en

H(F(o,w)) < W(h(w)) + i (5.42)

voor alle w € I;. Definieer » = min; ;. Kies nu een compacte M C Q die U; im(F})
bevat, en een constante

C >max |0, sup H(f) | + sup|W]|. (5.4Db)
f_E.AQ M
fD)CM
Er is een deelverzameling A van {1,2,--- N} en er zijn disjuncte gesloten bogen
Jj CI; met j € Aen AT\ U;J;) < 5. Door eventueel een aantal bogen I; uit de
overdekking van T te verwijderen mogen we aannemen dat A = {1,2,--- | N}. Kies

nu disjuncte open bogen Kj, J; C K; C I;, een C* functie ¢ : T — R zodanig dat
0<0<1, o(w) =1 voor alle w € U;J; en p(w) =0 als w € T \ U;K;. Definieer nu
F e C®D, xT,Q):

(C.w) = Fi(o(w)(,w) als ¢ € Dren w € Kj.
0 | h(w) als ¢ €Dy, we T\U;Kj.

Deze keuze van p garandeert dat F glad en F'(e,w) € Aq(h(w)) voor alle w € T.

De ongelijkheid (5.3) volgt uit de volgende reeks (on)gelijkheden.
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2
W0 = o, W w e, w w
/0 H(F(s, ")) db = / | HF(w) @)+ / H(F(o,w)) dA(w)

T\UJ;
< / H(F(o,w)) d\(w) + A(T\ UJ;) - C
UJ;

< /UJj H(F(o,w)) d\(w) +

IR

Uit (5.4a) volgt:

zj; JjH(Fj(-,w)) dA\(w) <> (/J (Woh—l—S—W) d/\> g%: JjWohd/\+2778—7T,

j
Vanwege (5.4b):

Wohd\= Wohd\+
/]T UJj 4C

Wohd/\ZZ/ Wohd\——.C
T\UJ]‘ j Jj

€
zz WohdA—Z,
i i

en dus

/Wohd)\—i—eZ/ WohdA—f+e>/ Wohd\+ <.
T UJ]' 4 UJ]' 2

O

Lemma 5.8. Zijr > 1, h € O(D,,Q) en F € C®°(D, xT, Q) met F(o,w) € O(D,, )
en F(0,w) = h(w) voor alle w € T. Dan bestaan er s ent in (1,7), j € N en een rij
functies F; € O(Ds x Df,Q) zodanig dat

(i) F; — F uniform op Iy x T voor j — oo,

(if) 3k; € N, k; > j zodanig dat de afbeelding ({,w) — F;((wki, w) kan worden
voortgezet tot een afbeelding G; € O(Dy x Dy, ) met

(iii) G;(0,w) = h(w) voor alle w € D.

Bewijs. Definieer F; € O(ID, x D}, Q) als de som van h en de j-de partiéle Fouriersom
van F((,e) — h(e):

J 27
1 . .
Fj(¢w) = h(w) + Y (—/ [F(¢,e”) —h(e"’)]e"“"de)wk.
. 27'(' 0
k=—j

Uit elementaire Fouriertheorie volgt dat voor een vast ¢ € ID,, de F; uniform con-
vergeert op T als j — oo, omdat 6 +— F(C,e?) — h(e?) continu is (zelfs C*°) met
periode 27. Door partiéel te integreren en gebruik te maken van deze periodiciteit,
volgt dat de integraal van boven kan worden afgeschat door

1 2 F 9\ h 10

1R b))

k2 %e% 062
€

(k#0, te(,r)).
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Uit de Weierstrass M-test volgt dan uniforme convergentie op Dy X T voor alle
€ (1,7); hiermee is (i) aangetoond.

Voor elke ¢ € ), heeft de afbeelding w — F};(¢,w)—h(w) een pool in de oorsprong
waarvan de orde maximaal j is. Voor elke w € D heeft de afbeelding ¢ — F};(¢, w) —
h(w) een nulpunt in de oorsprong. De afbeelding (¢, w) — Fj(¢w*,w) kan (in te zien
door bijvoorbeeld de Laurentreeks van F'((, ) op te schrijven) worden voortgezet tot
een afbeelding G; € O(Ds x Dy, Q) met s € (1,r). Hieruit volgen dan (ii) en (iii). O

Lemma 5.9. Zij ¢ een usc functie op Q2. Neem verder aan dat h en F wvoldoen aan
(1),(i1) en (i11i) uit Lemma 5.8. Dan bestaat er voor alle € > 0 een s € (1,1) en een
G € O(Dy x Dy, Q2) met G(0,w) = h(w) voor alle w € Dy en zodanig dat

/H¢ o, w)) dA(w /H¢ o, w)) dA(w) + (5.5)

Bewsjs. Zij F; en G de rij functies die voldoen aan de conclusie uit Lemma 5.8. Uit
de ‘limsup variant’ van het Lemma van Fatou en onderdeel (i) van Lemma 5.8 volgt
dan voor voldoende grote j

1 2w P2 . ) 1 2 P27 . .
prll A B(Fj(e, %)) dtds < ﬂ/0 i H(F (e, e?))dtdd + €
2 )
= H(F(e,¢")) do +e.
0

(5.6a)

Neem een j vast waar (5.7) voor geldt en zet G = G;. Dan geldt G(0,w) = h(w)
voor alle w € Dy en

2w 2w 27 .
H(G(e,¢" / B(F; (0 ¢))dtd
0 271'
(5.6b)
= LT T st e as
TJo Jo
De ongelijkheid (5.5) volgt uit (5.6a) en (5.6b). O

Lemma 5.10. Stel ¢ is een usc functie op Q C C". Zij G € O(D; x D, Q), s > 1
en k € N. Dan bestaat er een g € O(Ds, Q) met g(0) = G(0,0), van de vorm
g(¢) = G(e¢F,¢) met een 0y € [0,27) en zodanig dat

H?(g /H"’ o, w)) dA(w) (5.7)

geldt.

Bewijs. Definieer P : R? — R.door (,0) — ¢oG (', ¢?) en de cobrdinatentransformatie
x : R2 — R?, gedefinieerd door (¢,0) +— (6 + t,kt). Uit det(Jx) = —1 en de ket-
tingregel volgt dan

/ / P(t, 0)dtdo = / / Pox(#,0)|det (J)|d'dd'.
(0,27 0.0n2
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Oftewel:

1 L 1 o
0 ] a2 O 0800 = o [[ 0 G it

Hieruit volgt dan onmiddellijk dat er een ) € [0, 27) is met

1 . . 1 2 ] ) )
(27)2 //[02 . ¢oG(e",e))dtdd > o |, ¢ o G(ee eit))dtds.

De ongelijkheid (5.7) volgt met g(¢) = G(et ¢k, ().
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6 De Rieszfunctionaal

Stelling 6.1. Zij v een continue psh functie op een gebied @ C C"™. Dan geldt
u=FEHS =v+EH;"; u is dus psh.

Bewijs. Uit de Riesz Representatie Formule (RRF) (zie Ransford[11, Stelling 4.5.1])
volgt

Hy(7) = 5= [ oglelA@o ) = [ G080 o)

(6.1)
= (7 0) ~ [ PO,9)v0 fir = u(1(0) + H;(£)

voor alle f € Aq.
Hieruit volgt dan EH5 = v + EH]". Omdat —v continu is, volgt uit Stelling 5.4
dat EH; " psh is. EH is psh omdat de som van twee psh functies psh is. O

Stelling 6.2 (Hoofdstelling voor de Rieszfunctionaal). Zij Q) C C" een gebied
en v een continu psh functie. Dan is u = EHS psh, en als u # —oo, dan geldt voor
alle z €

. 1 /
inff — | log|le|A(vo f) = sup w(z),
feda(z) 2T Jp glelave f) we.%’ (2)

met F§ = {w € PSH(Q) : w <0 en L(w) > L(v)}.

Bewsys.

(a) Zet F = FJ. Bewering: supF € PSH(Q2). Zonder verlies van algemeenheid:
Jwy € F \ {—o0}. Definieer Fy = {w € F, : L(w) > L(wo)}. Zwakke conver-
gentie in de topologie van PSH(S2) impliceert convergentie van Leviformen in de

zin van stromen (Engels: currents). Dus Fy is rijcompact en daarom compact.
Uit Lemma 5.1 volgt dan: sup F = sup Fy € PSH(Q).

(b) Bewering: supF < u. Neem een w € F en f € Ag. Aan te tonen: w(f(0)) <
HY. Zonder verlies van algemeenheid: w(f(0)) # —oo. Uit de continuiteit van
v volgt w —v € PSH*(2). Samen met de RRF en A(w o f) > A(v o f) krijgen
we:

w(0) = 5 [ togllatwe )+ 5= [wofay

! 1
< %/DlogMA(w of) < %/D]OgMA(U o f) = HY(f)

Neem nu voor een vaste z € {2 het supremum over alle w € F en het infinimum
over alle f € Aq(z): supF < u.

(c) Bewering: sup F > u. Omdat v continu en u usc is: s = u — v is usc. Uit (6.1)
en Lemma 6.6 volgt:

S(7(0) = s 0) - v(/10) 1
<H()+5 [worirn-m-o |

1
vofd)\g—/sofd/\,
T 27 Jp
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oftewel, s voldoet aan de submiddelwaarde eigenschap op complexe lijnen. Nu is
s 0ok usc en daarom dus psh. Stel dat u niet identiek —oo is. Uit L(u)—L(v) =
L(u—v) = L(s) >0 volgt dan: u € F.

Uit (b) en (c) volgt: w = EHS = supF als u # —c0. O
Lemma 6.3. Zij v continu. Dan geldt Lemma 5.6 ook voor de Rieszfunctionaal H3 .

Bewijs. Uit formule 6.1 en Lemma 5.6, toegepast op ¢ = —v en 3 vervangen door
B — v(zp) met u(zg) < B < B, volgt dat er een omgeving V van zy en een f €
O(D, x V) is, met een r > 1 zodanig dat

H3(f(e,2)) = v(f(0,2)) + H{ "(f(e,2)) <v(z) + B = v(z0).

Wegens de continuiteit van v kunnen we ervoor zorgen, eventueel door V te verklei-
nen, dat v(z) — v(zg) < S — ' geldt op V en dus ook

H3(f(e,2)) <p'+(B-5)=8
voor alle z € V. O

Lemma 6.4. Zij v continu. Dan geldt Lemma 5.9 ook voor de Rieszfunctionaal Hs .

Bewijs. Uit Lemma 5.8 en formule (6.1) volgt voor voldoende grote j

1 1
o [ (e w) \w) < 5 [ H(Plo.w) d\(w) +<
2T T 2 T
Kies nu G' = G; met j groot genoeg zodat bovenstaande ongelijkheid geldt. O

Lemma 6.5. Zij v continu. Stel dat h € Aq, s > 1, G € O(Ds x D;, Q) met
G(0,w) = h(w) voor alle w € Ds. Dan bestaat er een g € O(Ds,Q2) met g(0) =
G(0,0) en

13(0) < 30 + 5 [ H3(Glovw) dr(w). (6.2)

Bewijs. Door gebruik te maken van dezelfde coordinatentransformatie als in Lemma 5.9,
volgt uit de kettingregel dat voor de RHZ van (6.2)

1

Cor

o i0 e NS Qﬁv git it
/O o(h(e))do + <U(G(o,e ) 2W/O (G(et, ))dt)de

o(h(0)) 5 |

2r 2w S
=v(G(0,0)) — #/@ /0 v(G(ePe, et))dtdh

geldt. Er volgt dan onmiddellijk dat er een 6y is met de gevraagde eigenschappen
wanneer we g definiéren als g(¢) = G(e"¢, (). O

Lemma 6.6. Zij v een continue psh functie op een gebied 2 in C". Dan geldt
1
EH3 (h(0)) < H3(h) + 5 / EHS oh d\ (6.3)
T

voor alle h € Agq.
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Bewijs. Net als in onderdeel (d) van het bewijs van de Hoofdstelling voor de Pois-
sonfunctionaal, is het voldoende om aan te tonen dat er voor alle ¢ > 0 en continue
W > u, een g € Aq is met g(0) = h(0) en

1
H3(g) < H3(h) + —/Wohd/\.
2T T
Dit volgt uit de Lemmas 5.7, 6.4 en 6.5. Lemma 5.7 is van toepassing omdat
Lemma 5.6 van toepassing is op H3 en de Rieszfunctionaal van boven begrensd is op
compacta. O
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7 De Lelongfunctionaal
Definitie-Lemma 7.1. Zij u € PSH(Q), f € Aqg en b € D. Dan geldt
Vo (b) = vau(f (b)) ma(f).- (7.1a)

Voor een niet-negatieve functie a op Q definiéren we een nieuwe niet-negatieve
functie

(f*a)(b) = a(f(b))ms(f) (7.1b)

en vj'c‘ als de grootste niet-positieve subharmonische functie op D met Lelonggetal
minstens geligk aan f*a, oftewel

v§(¢) =Y alf(b))ms(f)log

beb

Tevens geldt: HS(f) = v$(0).

C—b
1_—&‘ (7.1c)

Propositie 7.2. Zij a een niet-negatieve functie op een gebied Q in C" en Fg =
{w € PSH(Q) : w <0, vy > a}. Dan is supF§ plurisubharmonisch. Voor een
w € F§ en f € Aq geldt w(f(0)) < HS; daarom: sup F§ < EHY. Verder is EH§ psh
desda EH§ € F3' en dan geldt tevens EH§ = sup F3'.

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid: Jwy € F§' \ {—oco}. Beschouw net als in
Stelling 5.3 Fop = {w € F§' : w > wp}. We beweren dat Fy rijcompact is. Stel dat
{w;} eenrij functies is in Fy. Omdat de w;s lokaal uniform van beneden begrensd zijn,

is er een deelrij w;, die naar een PSH*(2) convergeert in L (); zie Hérmander[4,

Stelling 3.2.12]). Voor een vaste p € Q, is de afbeelding A : PSH*(Q2) — R gedefini-
eerd door u — v, (p) usc en daarom:

a(p) <limsup Ap(w;, ) < Ap(w) = vy(p).
k—00

Dus: w € Fy. De bewering is hiermee bewezen en uit Lemma 5.1 en 5.2 volgt
sup F§* = sup Fy € PSH(Q).

Stel nu dat w € F§ en f € Aq. Uit (7.1a) volgt viyos > f*1w > f*a. De maxima-
liteit van v impliceert w o f < wvf. Daarom: w(f(0)) < v$(0) = HE(f). Stel nu dat
EHS pshis. Kies een p € Q2 vast. Neem een r > 0 zodanig dat U, = D%, (p) C Q en de-
finieer voor alle z met 0 < |z —p| < r een f, € Aq, gedefinieerd door ¢ +— z + r{ 2L

lz—p|"
Dan geldt f,(0) = z en f(—‘zr;p') = p. Daarom geldt
EH$ (2) < HS(f) = ) a(f(¢))me(f) log|¢|
¢eD
<a(f(-Eym 10822 < a(p) logl* 2,

en dus

Oftewel: vgng(p) > a(p). O
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Definitie-Propositie 7.3.

(i) Voor een niet-negatieve functie o definiéren we de functie k& : Q — R als

kg(z) = fei}tlf(z)a(f(é“))logld
Cel

= inf t)) logt = inf log tanh §
fe%lﬂ (i)a(f( ))logt = inf a(a)log tanhda(z, a)
te(0,1

(7.2a)

waarin dq(z,a) de pseudoafstand

. . 4 (—w
b) = f = tanh !
alza)= nf  op(Cw) s en go(Cw) = tanh ! 2
feodQ)

de Poincaréafstand in D.

(ii) k3 is een niet-positieve usc functie, en voor alle p € ) bestaat er een omgeving
U, = D}*(p) van p in  zodanig dat

kG (2) < a(p)log

ﬂ‘ voor alle z € U,. (7.2b)
,

Bewsys.

(i) De laatste gelijkheid van (7.2a) volgt door de compositie van f in de definitie van
0o te nemen met een automorfisme van ), welke 0 naar ¢ stuurt en daarna deze
afbeelding te vervangen door ¢ — f(¢/r) met r > 1 dichtbij 1; vermenigvuldig
met a(a) en neem het infinimum over alle a € Q.

(ii) k& <0 is triviaal. Neem een zp € Q en 5 € R met k3(z) < . Uit de definitie
van k& volgt dat er fo € Aq(zo0) en to € (0,1) zijn met af(tp))logty < .
Uit Lemma 5.5 volgt dat er een omgeving V van zp, een v > 1 en een f €
O(D, x V,Q) zijn, zodanig dat f(e,a) = fo, f(0,z) = z en f(ty,z) = fo(ty). Er
geldt tevens

kG < a(f(to,z))logty < B voor alle z € V.

Aangezien [ willekeurig gekozen was, volgt dat kg usc is.

Neem nu f als in Propositie 7.2: f(0) = z, f(—|z — p|/r) = p. Dan geldt voor
z € Up: kG < a(f(—|z —p|/r)log(|z — p|/r) en (7.2b) volgt.

O

Stelling 7.4 (Hoofdstelling voor de Lelongfunctionaal). Zij « een niet-positieve
functie op een gebied Q in C" en definieer k& als in (7.2a). Dan is u = EHY psh en

geldt tevens sup F§ = u = EHlf?’ Oftewel, voor alle z in ) geldt:

1
sup w(z) =u(z) = inf e lo = inf —/kao dA, 7.3
sop wle) =) = it SSa(@leeldl = Jat o [ e (r)

waarbij F§ = {w € PSH(Q) : w <0 en v, > af.
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Schets van het bewijs.

(i) De eerste gelijkheid in (7.3) volgt uit Propositie 7.2 als we kunnen aantonen dat
u psh is. Uit de usc zijn van kg, uit EHllCQ < k&, uit Poissonfunctionaal en uit
(7.2b) volgt: EHIICQ € ff“. Propositie 7.2 toont tevens: EHIICQ < EHS.

(ii) Omdat k3 usc is, volgt EHllcg > EHS wanneer we kunnen aantonen dat, voor
alle h € Aqg, € > 0 en continu W : Q@ — R met W > k3, er een g € Aq is met
g(0) = h(0) en

1
HE(g) < —/Wofd)\+e (7.4a)
27'(' T

De constructie van g gaat op een vergelijkbaar manier als die in hoofdstuk 6. In
Lérusson en Sigurdsson [7] wordt het geconstrueerd via een keten van lemma’s.
Omdat er voor het speciale geval van een gebied in C" geen wezenlijke vereen-
voudiging mogelijk bleek (tenminste niet door mij) volsta ik hier met het geven
van de ingrediénten van het bewijs:

e JF € C*°(D, x T,Q) en een eindig aantal functies o, € C*°(T) zodanig
dat F(0,w) = h(w) voor alle w € T, F(o,(w),w) = a, voor w op een
zekere boog J, en zodanig dat

N
Za(a,,)/log|o,,|d)\ g/WohdA +e. (7.4b)
T T

v=1

Dit is Lemma 5.4 in Larusson en Sigurdsson [7]. Het bewijs gebruikt geen
andere ingrediénten dan ons Lemma 5.7.

e Voor een t € (1,r) bestaan er G € O(; x Dy, Q) en 7, € Oy \ Dy ;)
zodanig dat G(0,w) = h(w) voor alle w € Dy en G(7,(w),w) = a,. Voor
alle w € J, geldt tevens

N

> alw) [

N
log|7,|dA <> afay) / log|o,|d\ + € (7.4c)
v=1 T T

v=1

Dit is Lemma 5.6 in Larusson en Sigurdsson [7]. Het bewijs gaat deels
volgens ons Lemma 5.8, maar gebruikt daarnaast de interpolatieformule
van Lagrange en het Blaschkeproduct wezenlijk.

e Er bestaan { € T, k € N, ¢ > 0 en p € (0,1) zodanig dat voor f € Agq en
® € O(D x D), gedefinieerd door de formules
wp( + e=/*

_ k _
g(z) —G(fC aC) en (I)(Caw) - 1+€76/kQC, (74d)

geldt
2w

N
HY(f o ®(e,e?)) db < Za(ay) / log|m|d\ + €. (7.4e)
0 v=1 T
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Dit is Lemma 5.7 in Léarusson en Sigurdsson [7]. De belangrijkste ing-
rediénten van het bewijs zijn de stellingen van Frostman en Hurwitz en
Lemma 3.2 in Poletsky[10].

o Wanneer v} # —o0, zijn we klaar: zet ¢ = f. Anders hebben we een
g € Aq van de vorm

27
9(¢) = f o ®(e",() en zodanig dat Hi(g) < [ H§(f o ®(e,e")) do.
0

(7.4f)
Dit is Lemma 5.8 in Larusson en Sigurdsson [7].
(iii) Door de ongelijkheden (7.4b),(7.4c), (7.4e) en (7.4f) te combineren, volgt (7.4a).

O
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8 Toepassingen van de Poissonfunctionaal

8.1 Polynomiale convexiteit

Definitie 8.1. Zij 2 C C" een gebied en F een familie van reéelwaardige functies
op €2. Voor een Y C  wordt het convexe omhulsel van Y met respect tot F,
notatie: Yr, gedefinieerd als

Yr={2€Q: f(z) <supf vooralle f € F}.
Y

Als de familie F uit complexwaardige functies bestaat, vervangen f in bovenstaand
definitie door |f|. © wordt convex genoemd met respect tot F als: X € Q@ =
Xr € Q. Als F = O(Q) (resp. F = PSH(Q)), dan wordt X5 het holomorf
convexe omhulsel (resp. plurisubharmonisch convexe omhulsel) genoemd.
wordt holomorf (resp. plurisubharmonisch) convex genoemd als {2 convex is met
respect tot O(Q2) (resp. PSH(Q2)). Een gebied van holomorfie @ C C™ wordt Runge
genoemd als de polynomen in 21, 29, - , z, dicht liggen in O(Q).

Voorbeeld 8.2. F={reéelwaardige R-lineaire functies op Q}. X7 is de convexe om-
hulsel: de maximale convexe verzameling dat X bevat. Zie: Hérmander[4, Stelling
2.1.5].

Voorbeeld 8.3. F={polynomen op Q}. X is de polynomiaal convexe omhulsel X.

In de volgende stelling vatten we enkele belangrijke resultaten uit complexe ana-
lyse van meer variabelen samen. Voor bewijzen wordt de lezer verwezen naar Krantz[6]
en Hormander|[3].

Stelling 8.1. Voor een gebied Q in C" zign de begrippen pseudoconvex, gebied van
holomorfie en convex met respect tot O(Q) equivalent. Een gebied Q0 is Runge desda
X = Xo(q) voor alle compacte X. Voor gebieden van holomorfie geldt voor alle

compacte X: Xp(q) = XPSH(Q). In het bigzonder geldt in een Runge gebied voor alle
compacte X : X = X@(Q) = XPSH(Q) € Q.

Definitie 8.4. Zij 2 een gebied in C™ en F' C 2. Definieer
UF,Q) ={wePSH(Q): w< —x,} ={wePSH(Q): w<0o0p Nenw< —1o0p F}.
Definieer voor alle z in :

w(z,F,Q) = sup w(z).
wEU(F,Q)

De regularisatie w*(z, F,Q2) van w(z, F,Q) wordt de pluriharmonische maat van
F genoemd met respect tot 2. Een verzameling F' C Q heet pluripolair in Q als
F C u'(—o0) voor een u € PSH*(Q). Een punt z € F heet pluriregulier in Q
als w*(z, F,Q) = —1. F heet pluriregulier als alle punten van F pluriregulier zijn:
w(e,F,Q)=—1op F.

Voorbeeld 8.5. Aangezien de begrensde subharmonische functies op C" precies de
constante functies zijn, geldt: w(e, F,C") = —1 voor F # ).
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Voorbeeld 8.6. In het volgende lemma (onderdeel (d)) zullen we bewijzen dat alle
open verzamelingen pluriregulier zijn. Tevens zal bewezen (onderdeel (c)) worden
dat alle pluripolaire verzamelingen in een begrensde gebied 2 C C™ niet-pluriregulier
zijn. In het bijzonder zijn dus de nulpuntsverzamelingen van niet-constante holomorfe
functies niet-pluriregulier. Voor een willekeurige gebied 2 in C” volgt uit het bewijs
tevens dat F niet-pluriregulier is indien F' C u~'(—00) met u begrensd.

Lemma 8.2. Zij Q een gebied in C™. Het volgende geldt dan:
(a) Monotony: w(e, E1,Q) > w(e, Ey,Q) als Ey C Es.
(b) -1 < w(e,F,Q2) <0 o0pQenw(eFQ)=-1o0pkF.

(c) w*(e,F,Q) =0 = F is pluripolair. Als Q een begrensd gebied in C™ is, dan
geldt ook het omgekeerde: F is pluripolair = w*(e, F,Q) = 0.

(d) Voor open F geldt w(e, F,Q) = HI_XF. Dus w is psh en er geldt daarom w = w*.
(e) w(z, F,Q) =sup{w(z, E,Q) : E D F open}.

(f) Voor pluriregulier F C Q geldt w(e, F,Q) = w*(e, F,Q); w is dus psh.

Bewsys.

(a) Triviaal.

(b) Omdat: —1 € U(F, Q).

(c) “<": Ju € PSH*(R) zodanig dat F C u~!(—o0). We beweren dat we u niet-
positief kunnen kiezen. Uit Josefson’s resultaat (de oplossing van het Eerste
Probleem van Lelong door Josefson; zie [13, Sectie 2.3].) volgt: zonder verlies
van algemeenheid: u € PSH*(C"). Daar Q) compact is, heeft u een maximum
op Q. Vervang u door v minus deze maximum.

Onmiddellijk: eu € U(F,Q) voor alle ¢ > 0. Daarom: w(z,F,Q) = 0 op
{z € Q: u(z) > —o0}, i.e. bijna overal op Q. Daarom: w*(e, F,Q2) =0 op Q.

“=7 w*(e,F,Q) = 0 op Q. Kies een 2 € Q. Uit de definitie van regulari-
satie volgt: 3z; € Q,z; — 2° zodanig dat w(zj, F,Q) — 0 voor j — oco. Uit
w(e, F, Q) <0 en de submiddelwaarde eigenschap volgt

1
w(z;, F,G Si/ w(e, F,Q)dV <0
(] ) ‘/Qn/rQn B(zj’r) ( )

voor alle j. Neem nu de limiet j — oco: w(e, F,Q) = 0 bijna overal in een
omgeving B(2%,7) van 20. Zet een 2/ € Q vast met w(z/,F,Q) = 0 en neem
uj € U(F, ) met de eigenschap u;(z') > —27. De som u =}, u; is psh op Q

en u(z') > —1. Uit de constructie volgt ook: u = —co op F.

(d) Dit volgt uit de Hoofdstelling voor de Poissonfunctionaal, toegepast op de usc
functie ¢ = —x,:
1

EH?(z) = inf — —Xpofdr= sup w(z2) =w(z F,Q).
1(2) PR s e (2) = w( )
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(e) “>7: volgt uit (a).
“<”: Zet een zp vast. Per definitie: alle ¢ > 0 bestaat er een u € U(F,Q)
zodanig dat w(zp, F, Q) < u(z9) +e. Beschouw E = {z € Q: u(z) < =14} D
F.

Ook: w(z, E,Q) > u(z)/(1 — ¢) voor alle z € Q2. Daarom:

Wz, B.Q) > 10) 5 w0, F,Q) —e
]. — & 1 — ¢

Neem de limiet ¢ | 0: w(zp, F,2) <supy 5 p gpen W(20, H, ).

(f) Definieer voor (voldoende kleine) ¢ > 0: F.= {z € Q : w*(2,F,Q) < -1+
e}, een open omgeving van F. Dan geldt: w(e, F,Q) = (1 — e)w(e, F.,Q)
op 2\ F.. Neem eerst de regularisatie en gebruik daarna (d): w(e, F,Q) =
(1—¢)w*(e, F,Q) op Q\ F..

Door de limiet ¢ | 0 te nemen en (e) volgt:

w*(e, F, Q) < liiglw(o,Fg,Q) =w(e, F,Q) op Q\F.

Samen met w(e, F, ) < w*(e, F,Q) op Q volgt: w*(e, F,Q) = w(e, F,2) op
Q\ F. De gelijkheid geldt op heel 2 omdat F' pluriregulier is.

O

Stelling 8.3. Zij Q2 een begrensd Runge gebied en X C Q compact. Dan zijn equiva-
lent:

() 2 € X
(ii) Voor elke open E D X geldt er w(zg, F,Q) = —1.
Voor een Runge gebied 2 geldt dus: X = {z€Q: w(zX,Q)=-1}.

Bewsiys.
(i) = (ii).1% Stelling 8.1 vertelt ons dat X gelijk is aan XPSH(Q). Uit zg € XPSH(Q)
en onderdelen (a) en (e) van Lemma 8.2 volgt

—1 < w(z0,E,Q) <supw(e, F,Q) = —1.
X

(il) = (i). Zij nu p een polynoom. Neem een € > 0. Beschouw de open verzameling

E={2€Q: |p(z)| <suplp| +€} D X.
X

Uit w(zo, F,Q) = —1 volgt dat er f € Aq(zp) is met HfiXE)(f) < —1 + ¢, oftewel

A{weT: f(w)EE}Z/EXEZ%T(l—e).

"In Poletsky[10] wordt een heel ander bewijs dan hier gegeven. Hij maakt gebruik van een
resultaat van Bremermann over approximatie van continu psh functies door functies van de vorm
max{ai log|f1], @2 log| f2|,. .., an log|far|} met a; > 0 en f; holomorf.




8.1 Polynomiale convexiteit 39

Samen met de definitie van E krijgen we de volgende afschatting voor [p(zp)]:

2m .
ol =lpo JO) < 5 [ lpo £l
T Jo
(1= €)(suplp| +€) +e- M,

met M = ||p||o < oo, omdat Q2 begrensd is. Laat ¢ > 0 nu naar nul gaan: [p(z)| <

supy|P|. Aangezien p willekeurig gekozen was: 2y € X. O

Definitie 8.7. Voor een f € A en F' C (2 definiéren we

F(fy={weT: f(w) e F} en M(F,f):—)\(l;(rf)). (8.1a)
Tevens definiéren we
Q(z,F,Q) = inf p(F,f)= Iinf 1 —Xp o fdA (8.1b)

fE.AQ(Z) fE.AQ(z) 271' T
Opmerking. 2 heeft twee betekenissen vanaf nu.

Lemma 8.4. Voor open F geldt Q(z,F,Q) = w(z,F,Q). In het algemeen geldt:
Qz, F,Q) > w(z, F,Q).

Bewijs. Voor algemene F' geldt

1
w(z, F,Q)= sup w(z,E,Q)=sup inf — [ —x, o fd\
E O F open E feAq(z) 2T Jp (8.2)
1 .
<sup inf — [ —x.ofd\=sup inf F f)=Q(z, F,Q),
<sup il o | Xeof up feAQ(z)u( f) = )
waarbij we “<” veranderen in een “=" wanneer F' open is. O

Stelling 8.5. Zij ) een begrensd gebied in C™ en F' een pluriregulier verzameling in
Q (ie. w(e, F,Q)=—1o0p F). Dan geldt w(e,F,Q) > Q(e, F,Q).
In het bijzonder, wanneer X een plurireguliere compacte verzameling s, dan

w(e, X, Q) =Qe, X, Q).

Gevolg 8.6. Ziy X een pluriregulier compacte verzameling in C™. Dan zy € X desda
voor alle € > 0 er een holomorfe afbeelding f : D — C™ met f(0) = z bestaat met
(X, f) < —1+4¢ ie. \({fweT: f(w) € X})>2nm(1 —¢).

Opmerking 8.8. Stelling 8.5 en Gevolg 8.6 zijn niet waar voor willekeurige compacte
verzamelingen X C (2. Sibony heeft een compacte pluripolaire X geconstrueerd,
waar het bijvoorbeeld niet voor geldt: X = X; U Xy, X; = {((,€,0) € C?: (| =
1,0< 60 <7}en Xo={(¢,e? ¢) e C3: |¢| =v2/2, 0 <6 <2r}. Dit volgt uit het
volgende.
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0 € X. Dit volgt door de maximum modules principe twee maal toe te passen:

[p(0,0,0)| < sup |p(0,w,0)]|

|lw|=1
SmaX( sip suplp(Gw,0)  sup  sup |p<<,w,<>|)
=1, Tm(w)>0 [¢|-1 /=1, Tm(w) <0 [¢/=y3/2
SmgX\pl-

X is pluripolair: X zit in de nulpuntsverzameling van de niet-constante holo-
morfe functie z — z3(z1 — 23).

Zij f = (f1, f2, f3) € A(0). Beschouw A; = {¢ € T: f(¢) € X;}, i = 1,2,
A=A1UA, T1={CeT: Im(() >0}, To={C€T: Im(¢{) <0},i=1,2.
Dan volgt uit de identiteitsstelling voor holomorfe functies: fo(A) C T’y of Ds.
Zvva: fa(A) C Ty =T. Dan volgt: AM(A) = A(A1) en f(A) C X;.

w(0,I',D3) > a > —1. Beschouw Q© = D3 \ I" en de continue functie ¢ op het
rand van €2, 0 op de cirkel met straal 3 en -1 op I'. Aangezien €2 een reguliere
gebied is, kunnen we het Dirichletprobleem oplossen (Ransford[11, Gevolg 4.1.8,
Stellingen 4.2.2]) met ¢ als data: er is een continue functie u op D3 dat tevens
harmonisch is op € en zodanig dat u = ¢ op 9. Uit de maximum-minimum
principe volgt: —1 < u < 0 op 2. Omdat de smvp op I' waar is, volgt
onmiddellijk dat u subharmonisch is op D3. Daarom: w(0,I",D3) > u(0) > —1.

AMA) < —27a < 2m:

w(0,T,D3) =  sup inf H, 7 (h) < H, *"(f2)
E DT open h€A(0)
_AMA) A4
—27 -2

Dit volgt uit de onderdelen (e) en (f) van Lemma 8.2 en —y, < —x,.-

Hoewel Gevolg 8.6 niet voor algemene X geldt, volgt uit Stelling 8.3 en Lemma 8.4

dat het wel geldt voor alle open omgevingen U van X in een Runge omgeving van
X, bijvoorbeeld een bol:

Gevolg 8.7. Ziy X een compacte verzameling in C". Dan ziyn de volgende equiva-

lent:

(i) 20 EX.

(ii) Er is een open bol B dat X U{zo} bevat en voor elke open omgeving U van X in

B en e > 0, bestaat er een f € Aq(zo) zodanig dat A\({w € T: f(w) € U}) >
2 —e.
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Bewijs van Stelling 8.5. Poletsky[10] beweert dat we zonder verlies van algemeenheid
mogen aannemen dat F precompact ligt in Q:'' F € Q. Dan geldt: ¢; = dist(F, 92) > 0.
Zij zp € Q en zij w(zg, F,Q) = ag. We zullen m.b.v. inductie een rij van analytische
schijven f; € Aq(zp) en verzamelingen I'; C T construeren waarvan de maten dicht-
bij —2mag liggen en zodanig dat I';;1 C I'; en de rij {f;} convergeert op I' = N,;I;
naar een functie met randwaarden in F. Kies een €1 > 0 vast.

(STAP 1) Definieer 71 = t1/8. Omdat F compact is, bestaat er een eindige over-
dekking van F' door open bollen: By, = B(z,71), 1 <k < m, 2, € F. Beschouw
H; = F N By en Qf = B(zk,t1). Zij F), en Gy respectievelijk de plurireguliere
en de niet plurireguliere punten van Hy (met respect tot ). Aangezien Gy
pluripolair is (zie [1]), is ook de vereniging G = UyGy pluripolair. Beschouw
ook F' = F\G. Dan w*(e, F',Q) = w*(e, F,Q) en w*(e, Fy, Q) = w* (e, Hy, Q)
(= —1 op Fy). Dus: Fy is pluriregulier in Q4. Beschouw de open omgevingen
Ep = {z € By : w*(z,Hy, Q) < —1+¢1} en E! = UpE}, van respectievelijk
Fy en F'. Uit ag = w(z, F, Q) = w*(20, F', Q) > w(z0, F',Q) > w(z0, F1,Q) =
Q(z20, E',Q), de laatste ongelijkheid omdat F' C E'! en de laatste gelijkheid
omdat E' open is, volgt

Q(z0, E', Q) < ag. (8.3a)

(STAP 2) Uit de definitie van de functie 2 en (8.3a) volgt: 3f1 € Aqn(z0) zodanig
dat u(EY, f1) < ap(l — &1/2). Samen met de continuiteit van f; volgt: er
bestaan disjuncte gesloten bogen i, in E1(f1), 1 < k < n; zodanig dat A\(I'y) >
—2mag(1 — 1), waarbij I'y = Ugyx en f1(yx) C Bk.

(STAP 3) Definieer: e = £1/8, to = t1/2 en 75 = t3/8 = t1/16. Pas voor elke k
(1 <k <n) STAP 1 toe, waarbij: Q +— Qp, F > Fj, £1 > €9 en to — t1. We
krijgen dan een eindig aantal bollen 2;; € € met middelpunt in F}, en straal to,
bollen By; met middelpunt in Fj, en straal 7, waarbij (Bkj)j een overdekking

van Fy, is, plurireguliere Fj; = By; N F, in {;; en open omgevingen Ey; C By;

van Fj; gedefinieerd door Ej; = {2z € By : w*(2, Fj, Q;) < —1+e2}. Definieer
tevens: E,% = U, Ej;-

(STAP 4) Stel dat w € . Dan: w(f1(w), Fx, Q) < —1+ 1 omdat fi(w) € E.
Samen met STAP 2, waarbij zg vervangen wordt door fi(w), volgt: er is een
fw € Aa(f1(w)) zodanig dat

MER(fuw) > =2m - w(fi(w), Fy, ) - (1 — €2) > 20(1 —e2)(1 —e1).  (8.3b)

Uit Lemma 5.5 volgt: er bestaat een open omgeving V' van fi(w), een h €
O(D, x V,Q) zodanig dat h(¢, fi(w)) = fu(() op D, en h(0,z) = z op V.
Uit de continuiteit van f,, en f,,(0) = fi(w) volgt: er is een omgeving W van
w in D, met f1(W) C V en zodanig dat (8.3b) ook geldt voor h(e, fi(w'))
voor elke w' € W: A(EZ(h(e,(f1(w')))) > 2m(1 — &2)(1 — £1). Definieer nu
hy € CY(Dy x W, Q) door (¢, w) — h(C, f1(w)).

Y171k zie dit niet. Het is voor mij ook niet van wezenlijk belang, daar ik alleen geinteresseerd ben
in compacte F'.
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Omdat v; compact is, volgt uit bovenstaand argument dat er eindig aantal
disjuncte bogen 7;; C v en ¢’ € C¥(D, x I'}, Q) zijn zodanig dat g'(e,w) €
Aq(fi(w)), waarbij I'l = Uy;7y; en tevens

AUj7ks) 2 (1= e2) M) (8.3¢)

Omdat I} een strikte gesloten deelverzameling van de eenheidscirkel is, is een
open omgeving K van I} en een o € C°(T) met 0 < p <1, p =1o0p I’}
en 9 = 0op T\ K. We zetten ¢ voort tot een g € C®(D, x T,Q) met
g(e,w) € Aa(f1(w)):

gI(Q(w)va) als (Caw) €D x K.
fi(w) anders.

g(¢,w) :{

(STAP 5) Definieer ¢ = —x,, met E? = UgE?. Uit Lemma 5.9 volgt dat er een
G € O(Ds x Dy, ) is met G(0,w) = f1(w) en zodanig dat 2

HY(G(o,w)) d\(w) < (1 —e2) [ H{(g(o,w)) d\(w)
T T (8.3d)
<2m(1 — £2)3(1 — €1)%ag
en

|G(¢,w) — g(w* ¢ w)| < t2/4 V(G,w) €D x T (8.3¢)

gelden. Omdat fi(w) en g(¢,w) in € liggen voor alle (¢, w) € D x 'Y/ch volgt:
lg(¢,w) — fi(w)| < e < 2t; V(¢,w) € D x I'|. Gecombineerd met (8.3e):

|G(¢,w) — fi(w)| < 3ty voor alle ({,w) € D x I'}. (8.3f)

(STAP 6) Voor alle wg € T, k € N: |G (wow”, w) — f1(w)| < 3t; op T xT}. Poletsky
beweert nu dat
X({(w,w) €Ty xT: Gw',w) € E*}) > —4n*(1 — 3e2)(1 — &1)ag
geldt. Hieruit volgt:

M{w' €T : fo(w') € E?}) > —2m(1 — 3e2)(1 — &1)ao.
12Uit (8.3b) en (8.3¢) volgt

iy (g(o,w)) = ~EEIO ) -y,

en A\(I'}) > (1 — e2)A(T1) > —27mao(l — €1)(1 — £2). Daarom:

(1—e2) | Hig(s,w))d\(w) < (1= e2)[~2mao(1 — 1)(1 — &2)][(1 — £2)(1 — 1)]

=2r(1 — 62)3(1 — 61)2a0.
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Lemma 5.10 impliceert dat als k voldoende groot is, een fo € Aqg van de vorm
f2(¢) = G(e0¢k ) is zodanig dat er geldt

| fo(w) — fr(w)| < 3ty op Ty =T} N E>(f2) (8.3g)

enmet A(I'2) > —27(1—3e2)(1—¢1)ag = —27(1—e1)az waarbij ax = (1—3e2)ag.
Zvva: T'y is de disjuncte vereniging van een eindig aantal gesloten bogen ~;; en
fa(ks) C Q-

(STAP 7) Pas de stappen 2 tot en met 6 toe op fj—1, ['j_1,j >3, e; =¢j_1/8 en
tj =t;_1/8: Er is een rij open bollen lekZ"'k]‘ C lekZ"'k]’—l met straal ¢; en
middelpunt in Fkle"'kj-l’ verzamelingen Fklkg---kj C Bk1k2~~~kj N Fk1k2~~~kj_1 die
pluriregulier zijn in €2, k,..x; en de corresponderende open omgevingen
Eklkz"'kj C Bk1k2"'kj7 waarop w*(.7Fk1k2"'kj7lekQ"'kj) kleiner is dan —1 + €j-
Verder hebben we f; € Aq(zg), verzamelingen I'; C T die de disjuncte ver-
eniging zijn van een eindig aantal gesloten bogen 7y, ,..k; met de volgende
eigenschappen:

(1) AMTj) > —27(1 — €1)ay, met aj = (1 — 3¢5)a;_1,
(2) Verko-ky € Vhrkokj_1 €0 f (Vhikok;) C Ehykyek; €1

(8) |fj — fi—1l < 3tL op Ty.

Door 1 > 0 klein genoeg te nemen, kunnen we ervoor zorgen dat

52, (1 — 3¢5) > 0. Dan: A(I';) > —27m(1 — e1)(1 — Key)ag voor een K >
0 dat onafhankelijk van j is. Dus A(I') > 0 en de Stelling van Khinchin-
Ostrowski vertelt ons dat de afbeeldingen f; uniform convergeren naar een
holomorfe afbeelding f op compacta van ID. Aangezien de f; uniform begrensd
zijn, convergeert f; naar f bijna overal op I' = N;I';. Uit de constructie volgt
ook f(T') C F en daarom:

1

~5AD) < p(F,f) < (1 - (K + Derag (8.3h)

Laat € naar nul gaan.

8.2 Capaciteitstheorie

Stelling 8.8 (Poletsky[10]). Zij Q een gebied in C". De functie C, gedefinieerd
door

FcQ — CF)=C(F,Q) = _/ W (2, F, Q) dz (8.4)
Q

15 een capaciteit op 2, i.e.
(1) C(Fl) C C(FQ) als F1 C F5,
(2) als Kj D Kj11 compact zijn en K = N;K;, dan C(K) = limj_cC(K;) en

(3) als F; C Fj41 en F =U,;F;, dan C(F) = limj_,o, C(F}).
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Schets v/h bewijs. We merken op dat onmiddellijk volgt dat C subadditiefis: C(U;F;) <
2. C(Fy).
(1) Onmiddellijk.

(2) Uit (1): C(K) < lim;j C(Kj;). De omgekeerde ongelijkheid volgt uit een stan-
daard toepassing van het topologische lemma van Choquet.

(3) Met behulp van het Poissonfunctionaal wordt (3) eerst bewezen voor het geval
waar de F; open ziju. Het algemene geval volgt door een toepassing van een
niet al te moeilijke approximatie argument.

O

8.3 De Kontinuititssatz en Kontinuititsprinzip
Roep in herinnering de klassieke Kontinuitétssatz:

Stelling (Kontinuitétssatz). Zij 2 een gebied in C™. De volgende uitspraken zijn
equivalent

(1) Q is pseudoconvez.

(2) Het Kontinuitétsprinzip geldt voor Q: f, € Ag, n € N en Up fo(T) €Q =
Unfn(D) € €.

Het is niet bekend of de Kontinuititssatz geldig is voor pseudoconvexe complexe
variéteiten anders dan gebieden in C". Larusson en Sigurdsson hebben in [7] op-
gemerkt dat voor variéteiten waarop de Poissonfunctionaal een plurisubharmonische
omhulsel heeft, de Kontinuititssatz een generalisatie heeft. Door de éénpuntscompactificatie
Q van Q te beschouwen, kunnen we de Kontinuitéitsprinzip als volgt formuleren:

fn € Ag,n € Nen U, fn(T) € 2 = lim f,(0) » oo
n

met 0o het punt oneindig in €.

Een (abstracte) complexe variéteit wordt een pseudoconvex variéteit genoemd
indien het een plurisubharmonische uitputtingsfunctie (Engels: ezhaustion function)
heeft.

Stelling 8.9. Zij V' een complexe variéteit waarop de Poissonfunctionaal een pluri-
subharmonische omhulsel heeft. Dan zijn het volgende equivalent.

(1) V is pseudoconvex.

(2) Eris een usc functie ¢ op V zodanig dat als fr, € Aq, n € N en

1
sup—/¢ofndA=M<oo, (8.5)
n€N27T T

dan limy, f,(0) - co.

Merk op dat bovenstaande stelling zwakker is dan de Kontinuitétssatz, omdat
conditie (2) sterker is dan de Kontinuitétsprinzip.
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Bewiys.

(1) = (2): Zij ® een uitputtingsfunctie op V. Omdat ® psh is, hebben we

1
@ofn(o)g—/cbofndAgM,
2T T

en dus {f,(0)} C ®1((—c0, M]) € V.

(2) = (1) : Beschouw de psh functie ® = EH({> De bewering is dat ® een uitput-
tingsfunctie is. Stel dat dat niet het geval is. Dan is er een ¢ € R zodanig dat
de verzameling {z € V : ®(z) < ¢} niet precompact ligt in V. Er zijn dan
T €V, x, — o0 zodanig dat ®(x,) < c, i.e.

1
inf — d\ < c.
I R

Voor alle n bestaat er daarom een f, € Ay(z,) zodanig dat Hf’ fn) < c
Oftewel: [.¢ o frd\ < 2mc < oo voor alle n met f,(0) = x, — o0; een
tegenspraak.

O

Een gevolg van de omkering van Stelling 8.9 geeft ons een obstructie voor het niet
pseudoconvex zijn van een complexe variéteit.

Stelling 8.10. Zij V een complexe variéteit waarop de Poissonfunctionaal een plu-
risubharmonische omhulsel heeft. Dan zign het volgende equivalent.

(1) V is niet pseudoconvex.

(2) Voor alle usc functies ¢ op V zijn er analytische schijven f, € Ay, n € N
zodanig dat limy, f,(0) — co en

sup/¢0fndA<oo.
T

neN

Gevolg 8.11. Zij V een complexe variéteit die niet pseudoconvex is en waarop de
Poissonfunctionaal een plurisubharmonische omhulsel heeft. Dan ziyn er analytische
schigven f, € Ay met lim, f,(0) — oo, zodanig dat voor alle € > 0 een compacte
verzameling X = X (e) C V bestaat zodanig dat A\({w € T : fp(w) € X}) > 2n(1 —¢)
voor alle n.

Bewijs. Pas Stelling 8.10 toe op een usc uitputtingsfunctie ¢. O
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