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Inleiding

Binnen de wiskunde wordt veel onderzoek gedaan naar dynamische systemen. Onderzoek naar
dynamische systemen is ontwikkeld vanuit het belang om een situatie uit de werkelijkheid te
modelleren. De term dynamisch systeem is breed en wordt grofweg onderverdeeld in twee cate-
goriën: dynamische systemen waar de tijdsontwikkeling continu beschouwd wordt en systemen
waar de tijdsontwikkeling in discrete tijdsstappen bekeken wordt. Een voorbeeld van een dyna-
misch systeem waar wordt gekeken naar continue tijdsontwikkeling is een systeem van differenti-
aalvergelijkingen. In een dynamisch systeem waar de tijdsontwikkeling discreet is, bekijken we de
tijdsontwikkeling in vaste stappen. Een voorbeeld hiervan is neerslag in Nederland, waar jaarlijks
een meting van kan worden gedaan. Het dynamisch systeem kan aan de hand van de voorgaande
jaren voorspellingen doen over de toekomstige neerslag.

Specifiek is er in de afgelopen tijd veel interesse geweest in open dynamische systemen. Er wordt
hier gekeken naar een functie T en een verzameling X. Net zoals bij de studie van gesloten dy-
namische systemen wordt specifieker gekeken naar de baan van punten x P X onder T : de rij
pTnpxqqně0. Bij een open dynamisch systeem bepalen we een gat in de verzameling X waar bij
elke iteratie van T punten in ’vallen’. Een toepassing hiervan is bijvoorbeeld een biljarttafel waar
gaten in de hoeken zitten of een gasdeeltjes in een buis. Waar deze voorbeelden wiskundig erg snel
erg ingewikkeld kunnen worden, kan het nuttig zijn ons te verdiepen in relatief simpelere, eendi-
mensionale voorbeelden. In het artikel [Urb86] is onderzoek gedaan naar het specifieke dynamische
systeem met parameter β P Rą1

Tβ : r0, 1q Ñ r0, 1q, x ÞÑ βx mod 1.

In 2020 is het artikel [Kal+20] gepubliceerd waarin het onderzoek naar dynamische systemen met
een gat verder uiteengezet is. Hier is hetzelfde dynamische systeem Tβ bekeken met β P p1, 2q. Het
gat in de verzameling X “ r0, 1q is hier van de vorm p0, tq, met t P p0, 1q. De verzameling punten
die onder iteraties van Tβ nooit in dit gat vallen, noemen we de overlevingsverzameling Kβptq. Uit
de resultaten van het eerdere artikel [Rén57] volgt dat voor alle β ą 1 de overlevingsverzameling
voor alle t P p0, 1q Lebesguemaat 0 heeft. In het artikel [Kal+20] is vervolgens onderzoek gedaan
naar de bifurcatieverzameling van Kβptq. Deze is gedefinieerd als de verzameling

Eβ :“ tt P p0, 1q : Kβptq ‰ Kβpεq voor alle ε ą tu .

Onder andere is in [Kal+20] bewezen dat deze verzameling voor alle β P p1, 2q Lebesguemaat 0
heeft en Hausdorffdimensie 1. De Hausdorffdimensie is een getal toegekend aan deelverzamelingen
van Rn en geeft informatie over de mate van ’detail’ in deze deelverzameling. Een precieze definitie
wordt gegeven in Sectie 2.2. Verder is bewezen dat de verzameling van β P p1, 2q waarvoor Eβ
geen gëısoleerde punten bevat Hausdorffdimensie 0 heeft. Met deze kennis is de vraag opgekomen
om te kijken of deze stellingen uitgebreid kunnen worden naar een groter domein van β. In deze
scriptie is gekeken naar gevallen β P p2, 3q en zijn dergelijke resultaten gevonden.

Een belangrijk onderdeel bij het bestuderen van de overlevingsverzameling en bifurcatieverzame-
ling is de connectie met β-ontwikkelingen. Als β P p2, 3q kunnen we het domein van Tβ partiti-
oneren in de deelverzamelingen r0, 1

β q, r
1
β ,

2
β q, r

2
β , 1q, we nummeren de elementen van de partitie

respectievelijk 0, 1 en 2 en houden vervolgens voor een x P r0, 1q bij in welk element van de par-
titie x valt onder iteraties van Tβ . Dit geeft een rijtje, waarvan we zullen zien dat voor dit rijtje
dnpx, βqně1 geldt

x “
8
ÿ

n“1

dnpx, βq

βn
.

Deze rijtjes noemen we β-ontwikkelingen. Aan de hand van deze β-ontwikkelingen zal het ons
lukken om de verzamelingen Kβptq en Eβ te karakteriseren.

Bij het onderzoeken van β-ontwikkelingen met β P p1, 2q in [Kal+20] was de verzameling β-
ontwikkelingen een deelverzameling van t0, 1uN. In deze scriptie bekijken we het domein van β
gelijk aan p2, 3q. Dit betekent dat de verzameling β-ontwikkelingen een deelverzameling is van
t0, 1, 2uN. Een reden om de bevindingen uit [Kal+20] uit te breiden naar een groter domein is
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dan ook de volgende vraag: Als β-ontwikkelingen meer verschillende symbolen kunnen bevatten,
verandert dat dan de structuur van Kβptq en Eβ?

In Hoofdstuk 1 van de scriptie is een uitgebreide introductie gegeven over dynamische systemen en
ergodentheorie. We passen deze kennis toe op Tβ en definiëren β-ontwikkelingen. Vervolgens de-
finiëren we in Hoofdstuk 2 de verzamelingen Kβptq en Eβ rigoreus en bekijken deze verzamelingen
aan de hand van β-ontwikkelingen.

De theorie over β-ontwikkelingen die wordt gebruikt in [Kal+20] is ook terug te vinden in de
artikelen [Par60] en [Rén57]. Deze theorie wordt in de eerste twee hoofdstukken uitgebreid naar
β P p2, 3q. Dit vormt de basis voor de stellingen die bewezen worden in deze scriptie. In [Kal+20] is
de verzameling Ṽ van β P p1, 2q waarvoor Eβ geen gëısoleerde punten bevat gegeven. In Hoofdstuk
3 bewijzen presenteren we de restultaten gevonden in de scriptie. In Stelling 3.1 identificeren
we een deelverzameling V Ă p2, 3q zodanig dat voor alle β P V de verzameling Eβ X r

1
β , 1q geen

gëısoleerde punten bevat. In het bewijs gebruiken we resultaten uit [Kal+20]. Vervolgens bewijzen
we in Stelling 3.4 dat de verzameling E1`

?
3 geen gëısoleerde punten bevat. Hier gebruiken we

verder geen resultaten uit [Kal+20] voor. We breiden de stelling daarna gedeeltelijk uit naar
andere waardes van β. Daarna bewijzen we in Stelling 3.6 dat een deelverzameling van Eβ met

β P p 3`
?
5

2 , 3q geen gëısoleerde punten bevat. Als laatste bekijken we het punt
ř8

n“1
1
βn specifiek

en bewijzen we dat voor β ą 3`
?
5

2 dit punt niet gëısoleerd ligt. In Hoofdstuk 4 berekenen we een
ondergrens voor de Hausdorffdimensie van Kβptq voor een zekere t P p0, 1q. Als laatste sluiten we
in Hoofdstuk 5 af met voorstellen van eventueel vervolgonderzoek.
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1 Voorkennis

1.1 Dynamische systemen

In de inleiding is het dynamisch systeem pTβ , r0, 1qq besproken. Precies hebben we het dan over
het viertal pTβ , r0, 1q,B, µq, met B de Borel σ-algebra van r0, 1q en µ een maat op B en Tβ gegeven
door

Tβ : r0, 1q Ñ r0, 1q : x ÞÑ βx mod 1. (1.1.1)

In het algemeen bekijken we in deze scriptie enkel kansmaten, dus geldt altijd µpXq “ 1, waar X
het domein van de transformatie is. Bij het onderzoeken van het viertal pTβ , r0, 1q,B, µq bekijken
we onder andere hoe punten x P r0, 1q zich door het interval r0, 1q bewegen onder iteraties van
Tβ . Een eigenschap die een discrete tijd dynamisch systeem kan hebben is ergodiciteit. Ten eerste
definiëren we de eigenschap maatbehoudendheid.

Definitie 1.1. Zij T : X Ñ X een meetbare transformatie op domein X met σ-algebra B en
maat µ. Dan is T maatbehoudend met betrekking tot µ (of µ is T -invariant) als voor alle A P B
geldt

µpT´1pAqq “ µpAq.

Met deze eigenschap definiëren we ergodiciteit van het viertal pT,X,B, µq.

Definitie 1.2. Zij T een meetbare transformatie op domein X met σ-algebra B en invariante
maat µ. Dan is T ergodisch als voor alle A P B met T´1pAq “ A geldt µpAq “ 0 of µpXzAq “ 0.

Een voorbeeld hiervan is het dynamisch systeem pT2, r0, 1q,B, λq met B de Borel σ-algebra op het
interval r0, 1q en λ de Lebesguemaat. Ter illustratie laten we zien dat λ maatbehoudend is voor
T2.

Voorbeeld 1.3. De Lebesguemaat λ is invariant voor T2 gegeven door T2 : r0, 1q Ñ r0, 1q : x ÞÑ 2x
mod 1.

Bewijs. Ten eerste merken we op dat het voldoende is om te laten zien dat λ maatbehoudend is
voor de elementen in de verzameling L “ tra, bq : a, b P r0, 1q, a ă bu, omdat deze verzameling
intervallen B genereert, het bewijs hiervoor is bijvoorbeeld te vinden in [Daj14], Stelling 1.2.2.
We zien dat voor iedere ra, bq P L geldt dat

T´1
2 pra, bqq “ r

a

2
,
b

2
q Y r

a` 1

2
,
b` 1

2
q

en dus volgt hieruit dat

λpT´1
2 pra, bqqq “ 2 ¨

1

2
¨ pb´ aq “ λpra, bqq.

We concluderen dat λ maatbehoudend is voor T2.

Deze methode werkt alleen omdat we in dit geval β “ 2 nemen en dus β geheel is. Voor een
niet-gehele β is λ niet maatbehoudend voor Tβ , zoals we in de volgende paragraaf zullen zien. Er
bestaat echter wel een equivalente maat µβ die invariant is voor Tβ . Deze µβ wordt gegeven door

µβpAq “

ż

A

1

c

8
ÿ

n“0

1

βn
Ir0,Tnβ p1qqpxqdλpxq, voor alle A P B,

waarin c een normalisatieconstante is zodat µβ een kansmaat wordt en geldt Tnβ pxq :“ pTβ ˝Tβ ˝...˝
Tβqpxq. Als laatste is IA de indicatorfunctie op van de verzameling A. Dit betekent dat IApxq “ 1
voor alle x P A en IApxq “ 0 voor alle x P XzA. Een bewijs van de invariantie van µβ is gegeven in
[Rén57], waar ook het bewijs van de ergodiciteit van Tβ wordt gegeven. Een belangrijke eigenschap
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van ergodische systemen is de volgende. Zij pT,X, µ,Bq een ergodisch dynamisch systeem, dan
geldt voor alle A P B met µpAq ą 0

µ

˜

ď

ně0

T´npAq

¸

“ 1. (1.1.2)

Dit is bijvoorbeeld bewezen in [DD09], Stelling 1.6.1. Om de resultaten te bewijzen in Hoofdstuk 3
met de transformatie Tβ kijken we naar rijtjes (de β-ontwikkelingen) uit de verzameling t0, 1, 2uN “
tpxiqiě1 : xi P t0, 1, 2uu. In het algemeen definiëren we op de verzameling NN (waarvan t0, 1, 2uN

een deelverzameling is) de shiftafbeelding, σ : NN Ñ NN, gedefinieerd door

σppxiqiě1q “ pxi`1qiě1. (1.1.3)

Verder definiëren we op de verzameling NN een metriek p. Deze is gedefinieerd op NN ˆ NN en
gegeven door

pppxnq, pynqq “ 2´ inftně1:xn‰ynu voor alle pxnq ‰ pynq en pppxnq, pxnqq :“ 0. (1.1.4)

Propositie 1.4. De metriek p is welgedefinieerd.

Bewijs. Laat pxnq, pynq P NN. Er geldt voor alle n ě 0 dat 2´n ą 0 en er geldt pppxnq, pynqq “ 0
dan en slechts dan als pxnq “ pynq, omdat uit pxnq ‰ pynq volgt dat pppxnq, pynqq ‰ 0. Er geldt
verder per definitie dat pppxnq, pxnqq “ 0. Verder geldt

pppxnq, pynqq “ 2´ inftně1:xn‰ynu “ 2´ inftně1:yn‰xnu “ pppynq, pxnqq.

Laat ook pznq P NN. Dan kijken we als laatste naar pppxnq, pynqq ` pppynq, pznqq en nemen we aan
dat pxnq en pynq op minimale index k verschillen en pynq en pznq op minimale index l verschillen.
Dit betekent dat pxnq en pznq in ieder geval tot index mintk, lu gelijk zijn en dus pppxnq, pznqq ď
2´mintk,lu. Daarom vinden we

pppxnq, pynqq ` pppynq, pznqq “ 2´k ` 2´l “ 2´mintk,lu ` 2´maxtk,lu ě pppxnq, pznqq.

Hieruit concluderen we dat p een metriek is op NN.

Met deze metriek kunnen we dus limieten en convergentie definiëren op NN.

1.1.1 Betreft notatie

Als laatste geven we wat informatie over notatie van elementen in NN. Ten eerste geven we
deelverzamelingen van NN of t0, 1, 2uN aan met kalligrafische letters, bijvoorbeeld E , Q, K. Verder
geven we een periodiek rijtje, bijvoorbeeld het rijtje 010101... aan met een streep boven het
periodieke gedeelte, dus 010101... “ 01. Een eindig rijtje noemen we een woord en we geven de
lengte van een woord w aan met de notatie |w|. Als we twee woorden v, w achter elkaar zetten,
zoals vw, hebben we het over concatenatie en vormt dit het woord v1...v|v|w1...w|w|. Als laatste,

de notatie wk geeft aan dat we w k keer achter elkaar zetten.

1.2 β-ontwikkelingen

We herinneren ons de afbeelding Tβ van (1.1.1). Het dynamische systeem met een discrete tijds-
ontwikkeling pTβ , r0, 1q,B, µβq vormt de basis van de scriptie. Later, als er gesproken wordt over
het viertal, schrijven we Tβ en gebruiken we impliciet altijd de invariante µβ samen met de Borel
σ-algebra B.

In [Kal+20] is Tβ bestudeerd met β P p1, 2q. Dit levert een dynamisch systeem op met twee
takken, de afbeelding bestaat namelijk uit twee lijnen met een discontinüıteit in het punt 1

β . We

zullen zien dat we dit kunnen relateren aan rijtjes met twee symbolen, oftewel t0, 1uN. In deze
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scriptie bekijken we β P p2, 3q, wat een dynamisch systeem met drie takken (als te zien in Figuur
1.2) oplevert. Dit relateren we vervolgens aan rijtjes met drie symbolen: de verzameling t0, 1, 2uN.
Bij het bestuderen van Tβ bekijken we de baan van punten x P r0, 1q: het rijtje pTnβ pxqqně0. In
Figuur 1.2 zien we de grafiek van Tβ voor een β P p2, 3q. De discontinüıteiten van Tβ bevinden
zich op 1

β en 2
β . In dit figuur is te zien dat de derde tak van Tβ niet vol is, als enige van de

drie takken geldt er Tβpp
2
β , 1qq ‰ r0, 1q. Om deze reden is de Lebesguemaat λ niet invariant voor

Tβ . Voor alle β P p2, 3q zien we bijvoorbeeld dat T´1
β pβ ´ 2, 1q “ p

β´2
β , 1

β q Y p
β´1
β , 2

β q. Dus

λpT´1
β pβ ´ 2, 1qq “ 2 ¨ 1

β ¨ p1´ pβ ´ 2qq “ 2
βλppβ ´ 2, 1q ă λppβ ´ 2, 1qq.

Figuur 1.2: De grafiek voor Tβ met β “ 2, 71.

Het dynamische systeem pTβ , r0, 1q,B, µβqmaakt het mogelijk om β-ontwikkelingen te bestuderen.
We bekijken getallen in r0, 1q en schrijven deze door middel van Tβ als β-ontwikkelingen, dat wil
zeggen, als een rijtje in t0, 1, 2uN.

Dat gaat als volgt. Ten eerste merken we op dat de afbeelding Tβ ook te schrijven is als

Tβpxq “ βx´ tβxu, (1.2.1)

waarbij tβxu de entierfunctie is, die βx naar beneden afrondt naar het grootste gehele getal kleiner
dan of gelijk aan βx. Vervolgens definiëren we het rijtje pdnqně1 door

dnpxq “ tβTn´1
β pxqu. (1.2.2)

Er geldt dat dat dn P t0, 1, ..., tβuu en voor β P p2, 3q geldt tβu “ 2. Kort gezegd geeft dit rijtje
telkens het aantal dat van het product βTn´1

β pxq wordt afgehaald bij het toepassen van modulo 1
op Tnβ pxq. Als we de uitdrukking (1.2.1) omschrijven geldt

Tβpxq “ βx´ d1pxq, dus x “
d1pxq

β
`
Tβpxq

β
.

Als we nu Tβpxq weer uitschrijven, maar dan met T 2
β pxq volgt dat niet d1pxq maar d2pxq gebruikt

wordt, dus dan volgt

x “
d1pxq

β
`
Tβpxq

β
“
d1pxq

β
`
d2pxq

β2
`
T 2
β pxq

β2
“
d1pxq

β
`
d2pxq

β2
`
d3pxq

β3
`
T 3
β pxq

β3
.

Als we deze redenatie voorzetten, volgt hieruit dat

x “
8
ÿ

n“1

dnpxq

βn
. (1.2.3)
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We zien dat
řm
n“1

dnpxq
βn `

Tmβ pxq

βm convergeert voor m Ñ 8, omdat β ą 1 en Tmβ pxq P r0, 1q voor

alle m en de rij dnpxq van boven begrensd is. Het rijtje pdnpxqqně1 definiëren we als de greedy
β-ontwikkeling van x P r0, 1q. Deze noteren we in het algemeen als d1pxqd2pxqd3pxq.... In het
vervolg schrijven we het rijtje van de greedy β-ontwikkeling van x op als dpx, βq. Deze procedure
geeft ons voor iedere x P r0, 1q een unieke β-ontwikkeling.

Niet elk rijtje in t0, 1, 2uN komt voor als β-ontwikkeling. Dat laten we zien met behulp van een
voorbeeld.

Voorbeeld 1.5. Door te kijken naar de afbeelding Tβ als functie is het mogelijk bepaalde con-
clusies te trekken over β-ontwikkelingen. In Figuur 1.2 is te zien dat de eerste twee takken het
gehele codomein r0, 1q beslaan. Echter, de derde tak van Tβ beslaat niet het gehele codomein.
Namelijk Tβpr

2
β , 1qq “ r0, β ´ 2q. Dus specifiek, in de situatie waar geldt β ´ 2 “ 2

β (oftewel

β “ 1 `
?

3), wordt het interval r 2β , 1q afgebeeld op het interval r0, 2
β q. Hieruit volgt dat voor

alle x P r0, 1q er geen n ą 0 bestaat zodanig dat Tn´1
β pxq P r 2β , 1q én Tnβ pxq P r

2
β , 1q oftewel

dnpx, βq “ dn`1px, βq “ 2. Voor alle x P r0, 1q geldt dus dat het woord 22 niet in dpx, βq voor kan
komen.

Dit illustreert dat niet voor alle β elk rijtje pxiq P t0, 1, 2u
N mogelijk is. In Gevolg 1.15 zullen we

zien dat dit voor alle β P p2, 3q geldt en geven we een precieze beschrijving van de verzameling
toelaatbare rijtjes, die we eerst definiëren.

Definitie 1.6. De verzameling Qβ is de verzameling toelaatbare greedy β-ontwikkelingen. Dat wil
zeggen

Qβ :“ tpxiq P t0, 1, 2u
N : Dx P r0, 1q met dpx, βq “ pxiqu.

1.3 β-ontwikkelingen vergelijken

Om meer inzicht te krijgen in welke β-ontwikkelingen toelaatbaar zijn definiëren we de lexicogra-
fische ordening op t0, 1, 2uN.

Definitie 1.7. We zeggen pxnq ă pynq als er een M P N bestaat zodanig dat xM ă yM en
xm “ ym voor alle m ăM . Daarnaast zeggen we pxnq ď pynq als pxnq ă pynq of pxnq “ pynq.

Het is eenvoudig te bewijzen dat dit een ordening is. Aan de hand van deze definitie kunnen we kij-
ken naar de verzameling rijtjes (dus β-ontwikkelingen) Qβ . Om de verzameling β-ontwikkelingen
Qβ en de reële getallen uit r0, 1q aan elkaar te relateren definiëren we de projectieafbeelding die
een β-ontwikkeling projecteert op R als

πβ : t0, 1, 2uN Ñ R, pxiq ÞÑ
8
ÿ

i“1

xi
βi
. (1.3.1)

Opmerking 1.8. Deze projectieafbeelding is welgedefinieerd. Het grootst mogelijke rijtje dat πβ
projecteert is het rijtje 2 en dus geldt er voor alle pxiq P t0, 1, 2u

N

πβppxiqq ď πβp2q “
8
ÿ

i“1

2

βi
“

2

β ´ 1
.

Dit geeft een bovengrens voor de som. Daarnaast merken we op dat de rij van partiële som-
men p

řS
i“1

xi
βi qSą0 monotoon stijgend is. Dan geldt volgens de monotone convergentiestelling dat

πβppxiqq convergeert voor alle pxiq.

Stelling 1.9. Voor alle β P p2, 3q is de projectieafbeelding πβ |Qβ bijectief met als inverse de functie

π´1
β : r0, 1q Ñ Qβ , x ÞÑ dpx, βq.
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Bewijs. In het artikel [Par60] is bewezen dat de functie π´1
β : x ÞÑ dpx, βq een bijectie tussen r0, 1q

en Qβ is en als π´1 de inverse is van π, is π ook een bijectie. We laten zien dat de inverse van
deze functie gelijk is aan πβ . Zij β P p2, 3q. Dan geldt voor alle x P r0, 1q

πβpπ
´1
β pxqq “ πβpdpx, βqq “

8
ÿ

n“1

dnpx, βq

βn
“ x

en daarnaast geldt voor alle pxiq P Qβ

π´1
β pπβppxiqqq “ π´1

β

˜

8
ÿ

n“1

xn
βn

¸

“ dp
8
ÿ

n“1

xn
βn
, βq “ pxiq.

We concluderen hieruit dat πβ dus bijectief is met als inverse de functie π´1
β .

Uit deze stelling volgt dat de lexicografische ordening op Qβ gedefinieerd in Definitie 1.7 equivalent
is met de Euclidische ordening op R. Dit lichten we toe en bewijzen we in de volgende stelling.

Stelling 1.10. Zij β P p2, 3q en x, y P r0, 1s. De metriek p en Euclidische norm zijn onder πβ
equivalent. Dat wil zeggen dat voor x, y P r0, 1q respectievelijk geldt dat

x ď y ô dpx, βq ĺ dpy, βq.

Bewijs. Zij β P p2, 3q en zij x, y P r0, 1q. We bewijzen eerst de implicatie naar rechts. We nemen
dus aan dat x ď y. Dan geldt d1px, βq ď d1py, βq. Als geldt d1px, βq ă d1py, βq vinden we
pxiq ĺ pyiq. Als geldt d1px, βq “ d1py, βq weten we dat Tβpxq ď Tβpyq aangezien x en y allebei
op dezelfde tak liggen en een individuele tak van Tβ stijgend en continu is. Hetzelfde argument
kunnen we dan toepassen op Tβpxq en Tβpyq, dit geeft dus altijd dpx, βq ĺ dpy, βq.

We gaan verder naar de implicatie naar links. Stel dpx, βq ĺ dpy, βq. Als geldt dpx, βq “ dpy, βq
vinden we dat x “ πβpdpx, βqq “ πβpdpy, βqq “ y. Stel dpx, βq ă dpy, βq, dan weten we dat er per
definitie een M ą 0 bestaat zodanig dat dmpx, βq “ dmpy, βq voor alle 0 ă m ă M en dat geldt

dM px, βq ă dM py, βq. We definiëren y1 :“
řM
m“1

dmpy,βq
βm . Oftewel, er geldt dmpy

1, βq “ dmpy, βq

voor alle 0 ă m ď M en dmpy
1, βq “ 0 voor alle m ą M . Dan geldt y1 ď y en dus geldt

y1 ´ x ď y ´ x.

Verder zien we dat geldt

y1 ´ x “
8
ÿ

i“1

dipy
1, βq

βi
´

8
ÿ

i“1

dipx, βq

βi

“

˜

M´1
ÿ

i“1

dipy
1, βq

βi
´

M´1
ÿ

i“1

dipx, βq

βi

¸

`

ˆ

dM py
1, βq

βM
´
xM
βM

˙

´

8
ÿ

i“M`1

dipx, βq

βi

“
dM py

1, βq ´ dM px, βq

βM
´

8
ÿ

i“1

dM`ipx, βq

βiβM

“
1

βM

˜

dM py
1, βq ´ dM px, βq ´

8
ÿ

i“1

dM`ipx, βq

βi

¸

.

Er geldt dM py
1, βq ´ dM px, βq “ dM py, βq ´ dM px, βq ě 1 en we zien daarnaast ook dat

8
ÿ

i“1

dM`ipx, βq

βi
“ πβpσ

M ppxiqqq ď 1.

Dus geldt
0 ď y1 ´ x ď y ´ x oftewel x ď y.

De equivalentie is hierbij bewezen.
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De verbinding tussen de baan van reële getallen x onder het discrete dynamische systeem Tβ en
β-ontwikkelingen dpx, βq P Qβ is zeer sterk. De projectieafbeelding πβ speelt hier een belangrijke
rol in, deze geeft namelijk samen met π´1

β de verbinding tussen het interval r0, 1q en Qβ . Met
de volgende stelling bewijzen we dat Tβ en σ topologisch geconjugeerd zijn aan de hand van het
homeomorfisme πβ .

Definitie 1.11. Twee continue afbeeldingen f : X Ñ X en g : Y Ñ Y zijn elkaars topologisch
geconjugeerde als er een homeomorfisme h : X Ñ Y bestaat zodanig dat

h ˝ f “ g ˝ h.

Stelling 1.12. De projectieafbeelding πβ |Qβ is een topologische conjugatie tussen Tβ en σ. In
andere woorden, de afbeeldingen Tβ en σ zijn topologisch geconjugeerd. Oftewel

Tβ ˝ πβ “ πβ ˝ σ

met πβ en π´1
β bijectief en continu.

Voor de duidelijkheid stellen we in Figuur 1.3 het commutatieve diagram op dat de situatie schetst
voor Stelling 1.12.

Figuur 1.3 Het functiediagram voor de topologische conjugatie tussen Tβ en σ.

Bewijs. We laten zien dat Tβ ˝ πβ “ πβ ˝ σ geldt. Zij pxnq P Qβ , dan geldt

pTβ ˝ πβqppxnqq “ Tβp
8
ÿ

n“1

xn
βn
q “ β

8
ÿ

n“1

xn
βn
´ x1 “

8
ÿ

n“2

xn
βn´1

.

Daarnaast zien we

pπβ ˝ σqppxnqq “ πβppxn`1qq “

8
ÿ

n“1

xn`1

βn
“

8
ÿ

n“2

xn
βn´1

.

En dus geldt Tβ ˝ πβ “ πβ ˝ σ voor alle pxnq P Qβ .

In Stelling 1.9 hebben we laten zien dat de projectieafbeelding πβ bijectief is met als inverse de
functie x ÞÑ dpx, βq. Er rest ons te laten zien dat πβ en π´1

β continu zijn.

We laten zien dat π´1
β continu is. Om dit te bewijzen bekijken we een convergente rij pciqiě0

in r0, 1q met limiet c. Dan bekijken we de rij pπ´1
β pciqqiě0 “ pdpci, βqqiě0. We weten dat geldt

limiÑ8 |ci ´ c| “ 0. We weten dat er een convergente deelrij cik bestaat zodanig dat dpcik , βq ă

dpc, βq voor alle k ě 0 of dpcik , βq ą dpc, βq voor alle k ě 0. We bewijzen enkel het geval dat er
een convergente deelrij bestaat zodanig dat dpcik , βq ă dpc, βq voor alle k ě 0. Het bewijs voor
het andere geval gaat hetzelfde. Stel dan dat er een pynq P Qβ bestaat zodanig dat

dpcik , βq ă pynq ă dpc, βq voor alle k ě 0.

Volgens Stelling 1.10 geldt dan

cik ă πβppynqq ă c voor alle k ě 0.
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Dit kan niet, omdat limiÑ8 |ci ´ c| “ 0. Er kan dus geen één reëel getal bestaan dat voor alle i
tussen ci en c ligt en dus kan zo’n pynq niet bestaan. Daarom moet dus gelden limiÑ8 π

´1
β pciq “

limkÑ8 π
´1
β pcikq “ π´1

β pcq. Hieruit concluderen we dat π´1
β continu is.

We bekijken nu πβ . Zij xpnq een rijtje van β-ontwikkelingen in Qβ met limiet x “ pxiq P Qβ onder
de metriek p uit (1.1.4). Dan geldt dus per definitie

lim
nÑ8

ppxpnq, xq “ lim
nÑ8

2´ inftiě1:x
pnq
i ‰xiu “ 0.

Hieruit definiëren we voor iedere n het getal kn :“ infti ě 1 : x
pnq
i ‰ xiu. Logischerwijs volgt

hieruit kn Ñ 8 als n Ñ 8. Vervolgens bekijken we de projecties van het rijtje πβpx
pnqq en het

punt πβppxiqq, er geldt voor alle n ě 0

|πβpx
pnqq ´ πβpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

i“1

x
pnq
i

βi
´

8
ÿ

i“1

xi
βi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

i“kn

x
pnq
i ´ xi
βi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Omdat kn Ñ8 als nÑ8, vinden we dat

lim
nÑ8

˜

8
ÿ

i“kn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x
pnq
i ´ xi
βi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

“ 0

en dus convergeert de rij πβpx
pnqq naar πβppxiqq. Hieruit volgt dat πβ continu is.

We hebben dus bewezen dat
Tβ ˝ πβ “ πβ ˝ σ

en dat πβ en π´1
β bijectief en continu zijn.

1.4 Greedy en quasi-greedy ontwikkelingen

In deze paragraaf geven we een precieze karakterisatie van Qβ . We vinden precies welke β-
ontwikkelingen onder Tβ toelaatbaar zijn en welke niet. Hiervoor gebruiken we Stelling 1.10.
Een kenmerk van de greedy β-ontwikkelingen die we gedefinieerd hebben is dat het voor alle
x P r0, 1q het lexicografisch grootste rijtje definieert. Oftewel, voor alle pxiq met πβppxiqq “ x
geldt dpx, βq ľ pxiq. Daarnaast weten we dat voor alle pxiq P Qβ een x P r0, 1q bestaat zodanig
dat πβppxiqq “ x. Hieruit volgt dat x ă 1 en dus geldt pxiq “ dpx, βq ă dp1, βq. We vinden dat
rijtjes die lexicografisch groter zijn dan dp1, βq niet toegelaten zijn. Deze conclusie is echter niet
volledig, in deze paragraaf vinden we uiteindelijk precies welke β-ontwikkelingen bevat zijn in Qβ .

Bij β ă 3 vinden we dat het lexicografisch grootste rijtje 2 P t0, 1, 2uN een projectie groter heeft
dan 1. Er geldt namelijk supπβpt0, 1, 2u

Nq “ πβp2q, wat gelijk is aan

πβp2q “
8
ÿ

i“1

2

βi
“ 2

8
ÿ

i“1

1

βi
“

2

β ´ 1
.

Het supremum van Qβ is daarom voor β ă 3 ook ongelijk aan het rijtje 2. We observeren dat
Tβ rechts-continu is. De punten waar dat gecontroleerd moet worden zijn 1

β en 2
β . We zien dat

limxÓ 1
β
Tβpxq “ Tβp

1
β q “ 0 en limxÓ 2

β
Tβpxq “ Tβp

2
β q “ 0. We herinneren ons uit (1.2.2) dat

dnpx, βq gegeven wordt door

dnpx, βq “

$

’

&

’

%

0 als Tn´1
β pxq P r0, 1

β q,

1 als Tn´1
β pxq P r 1β ,

2
β q,

2 als Tn´1
β pxq P r 2β , 1q.

De ontwikkeling dpx, βq noemen we de greedy ontwikkeling van x, omdat de functie dpx, βq het
lexicografisch grootste rijtje definieert zodanig dat πβpdpx, βqq “ x. We zien hier bijvoorbeeld dat
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de greedy ontwikkeling van x “ 1
β gelijk is aan 10. Vanwege de rechts-continuiteit van Tβ zien we

dat voor voldoende kleine ε ą 0 geldt dat d1p
1
β , βq “ 1 en d1p

1
β ´ ε, βq “ 0 en dat dus geldt

ppdp
1

β
, βq, dp

1

β
´ ε, βqq “ 2´1 voor alle voldoende kleine ε.

We kijken naar dp 1β ´ ε, βq, we zien dat limεÑ0 Tβp
1
β ´ εq “ 1. Echter Tβp

1
β q “ 0. We zien dus

dat voor de β-ontwikkelingen van Tβp
1
β ´ εq zal gelden dat

lim
εÑ0

ppπ´1
β pTβp

1

β
´ εqq, supQβq “ 0,

omdat limεÑ0 Tβp
1
β ´ εq “ 1. Om te kunnen zien wat het supremum van Qβ is, definiëren we T̃β ,

een functie die heel erg lijkt op Tβ , maar links-continu is. We noemen deze functie de quasi-greedy
afbeelding.

T̃βpxq : r0, 1s Ñ r0, 1s : x ÞÑ

$

’

&

’

%

βx als x P r0, 1
β s,

βx´ 1 als x P p 1β ,
2
β s,

βx´ 2 als x P p 2β , 1s.

We zien hier dat de verschillen tussen de twee functies liggen in de punten 1
β , 2

β en 1, waar we 1

toegevoegd hebben aan het domein. De greedy afbeelding beeldt 1
β en 2

β af op 0 en de quasi-greedy

afbeelding beeldt 1
β en 2

β af op 1. Met deze T̃β kunnen we op dezelfde manier een β-ontwikkeling

definiëren. Namelijk, voor alle n ą 0 en x P r0, 1s geldt

d̃npx, βq “

$

’

&

’

%

0 als Tn´1
β pxq P r0, 1

β s,

1 als Tn´1
β pxq P p 1β ,

2
β s,

2 als Tn´1
β pxq P p 2β , 1s.

Het rijtje pd̃npx, βqqną0 noemen we dan de quasi-greedy β-ontwikkeling van x en schrijven we als
d̃px, βq. We merken op dat voor alle x P r0, 1szt 1β ,

2
β , 1u geldt Tβpxq “ T̃βpxq en dus, als geen enkel

punt uit de verzameling t0, 1
β ,

2
β , 1u in de baan van x zit, zal gelden dpx, βq “ d̃px, βq. Voor de

punten 1
β en 2

β geldt Tβp
1
β q “ Tβp

2
β q “ 0 en T̃βp

1
β q “ T̃βp

2
β q “ 1. We concluderen dan

dp
1

β
, βq “ 10 en d̃p

1

β
, βq “ 0d̃p1, βq.

Voor 2
β geldt vergelijkbaar het volgende:

dp
2

β
, βq “ 20 en d̃p

2

β
, βq “ 1d̃p1, βq.

Stel dat voor een x geldt dat er een kleinste n ě 0 bestaat zodanig dat Tnβ pxq “
1
β , dan geldt dus

voor de greedy β-ontwikkeling van Tnβ pxq dat

dpTnβ pxq, βq “ σnpdpx, βqq “ dp
1

β
, βq “ 10.

Voor de quasi-greedy ontwikkeling van Tnβ pxq geldt

d̃pTnβ pxq, βq “ σnpd̃px, βqq “ d̃p
1

β
, βq “ 0d̃p1, βq.

Dus vinden we

dpx, βq “ d1px, βq...dnpx, βq10,

d̃px, βq “ d̃1px, βq...d̃npx, βq0d̃p1, βq.
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Voor alle i ă n geldt dat dipx, βq “ d̃ipx, βq. Ditzelfde voorbeeld kan gegeven worden voor punten
waar 2

β voorkomt in de baan van dat punt. Kortom, als de punten 1
β en 2

β in de baan van x zitten,

zijn de greedy en quasi-greedy β-ontwikkelingen van x P r0, 1q hetzelfde in het beginstuk en anders
aan het einde. We vinden hier onder andere dat een getal x P r0, 1q verschillende representaties kan
hebben in de vorm van β-ontwikkelingen. Als laatste merken we op dat met hetzelfde arguement
dat gegeven is voor de greedy β-ontwikkeling de projectie van de quasi-greedy β-ontwikkeling van
een x ook convergeert naar x.

Opmerking 1.13. De projectieafbeelding πβ is niet injectief op het domein t0, 1, 2uN. Er geldt

namelijk πβpdpx, βqq “ πβpd̃px, βqq, waar niet altijd geldt dpx, βq “ d̃px, βq. Vergelijkbaar, als we
kijken naar de decimale representatie van getallen in R, geldt 0.9 “ 1.

Als laatste geven we de volgende stelling, die ons het supremum van Qβ geeft.

Stelling 1.14. Er geldt
lim
xÑ1

dpx, βq “ d̃p1, βq.

en dus geldt supQβ “ d̃p1, βq.

Bewijs. Het bewijs van deze stelling is gegeven in [Par60], Stelling 3.

Parallel hieraan vinden we
lim
xÑ1

πβpdpx, βqq “ πβpd̃p1, βqq “ 1.

1.4.1 Welke rijtjes zijn mogelijk?

Aan de hand van de vorige secties weten we dat voor elk rijtje pxiq P Qβ geldt

0 ĺ pxiq ă d̃p1, βq.

Echter is dit niet de enige voorwaarde voor rijtjes in Qβ . Hier gebruiken we de eerder gedefinieerde
shiftafbeelding. Een belangrijk feit, dat volgt uit de definitie van het rijtje dpx, βq en toegelicht
wordt in Stelling 1.12, is dat geldt

dpTβpxq, βqq “ σpdpx, βqq.

Een kleine observatie verder is dat voor alle x P r0, 1q ook Tβpxq P r0, 1q en een β-ontwikkeling
heeft waarvoor geldt

0 ĺ dpTβpxq, βq ă d̃p1, βq.

Samen met Stelling 1.12 vinden we dan

0 ĺ dpTβpxq, βq “ σpdpx, βqq ă d̃p1, βq.

Ditzelfde argument kunnen we herhalen voor ieder punt in de baan van x. Hieruit leiden we af
dat voor alle n ě 0 en x P r0, 1q moet gelden

0 ĺ dpTnβ pxq, βq “ σnpdpx, βqq ă d̃p1, βq.

Met deze observatie karakteriseren we de verzameling Qβ .

Stelling 1.15. Er geldt

Qβ “

!

pxiq P t0, 1, 2u
N : σnppxiqq ă d̃p1, βq voor alle n ě 0

)

.

Bewijs. Het feit dat voor alle pxiq P Qβ en n ě 0 geldt σnppxiqq ă d̃p1, βq is bewezen in het begin
van deze paragraaf. Het gehele bewijs van deze stelling wordt gegeven in [Par60], Stelling 3.
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Deze karakterisering geeft een duidelijke structuur van Qβ . Dat is te illustreren met een voorbeeld.
We gebruiken hier dezelfde β als in Voorbeeld 1.5.

Voorbeeld 1.16. We bekijken Qβ voor β “ 1`
?

3. We bepalen eerst d̃p1, βq. Dit geeft

T̃βp1q “ β ´ 2 “
2

β
en T̃βp

2

β
q “ 1 ñ d̃p1, 1`

?
3q “ 21.

Deze waarde d̃p1, βq “ 21 is periodiek met een periode van 2. We zien dat

Qβ “
 

pxiq P t0, 1, 2u
N : σnppxiqq ă 21 voor alle n ě 0

(

. (1.4.1)

Hieruit volgt dat een rijtje pxiq dat het woord 22 bevat geen greedy β-ontwikkeling kan zijn en
dus kan pxiq geen element zijn van Qβ .

1.4.2 Verdere observaties over β-ontwikkelingen

Uit de vorige paragraaf is gebleken dat d̃p1, βq de bovengrens van Qβ bepaalt en daarmee precies

Qβ definieert. Als we de functie β ÞÑ d̃p1, βq met domein p2, 3q en codomein t0, 1, 2uN bekijken,
kunnen we voor β1, β2 P p2, 3q kijken naar de verzamelingen Qβ1 en Qβ2 .

Lemma 1.17. De functie β ÞÑ d̃p1, βq is strikt stijgend en dus geldt er voor β1, β2 P p2, 3q met
β1 ă β2 voor alle pxiq P t0, 1, 2u

N en voor alle n ě 0

σnppxiqq ă d̃p1, β1q ñ σnppxiqq ă d̃p1, β2q.

Bewijs. Het bewijs is te vinden in [KL07], Stelling 2.3.

Hieruit volgt dat voor iedere β1, β2 met β1 ă β2 geldt Qβ1 Ă Qβ2 . Een duidelijke intüıtie is dat

hoe groter β wordt, hoe groter het rijtje d̃p1, βq wordt en dus hoe meer rijtjes toegelaten zijn.
Omdat we β P p2, 3q bekijken, zien we dat het supremum van de verzameling td̃p1, βq, β P p2, 3qu
gelijk is aan d̃p1, 3q “ 2. Andersom vinden we dat het infimum over de rijtjes bij β “ 2 hoort, dit
geeft d̃p1, 2q “ 1.
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2 De overlevingsverzameling en bifurcatieverzameling

In dit hoofdstuk gaan we in plaats van gesloten dynamische systemen kijken naar open dyna-
mische systemen. We gebruiken de Cantorverzameling om het begrip overlevingsverzameling te
introduceren. We illustreren het belang van de Hausdorffdorfdimensie als alternatieve ’maat’ van
deelverzamelingen van Rn. We herhalen daarnaast een paar belangrijke resultaten over de zoge-
naamde overlevingsverzameling en bifurcatieverzameling die gelden voor β P p1, 2q uit [Kal+20]
en generaliseren die voor β P p2, 3q.

2.1 De Cantorverzameling

De Cantorverzameling, gëıntroduceerd door de Duitse wiskundige Georg Cantor in 1869 in het
artikel [Can80], is een klassiek voorbeeld van een meetbare verzameling met Lebesguemaat 0 die
overaftelbaar veel punten bevat. We definiëren de Cantorverzameling op de traditionele wijze en
bewijzen deze feiten met behulp van β-ontwikkelingen.

Definitie 2.1. De Cantorverzameling C is gedefinieerd door middel van de functies f1 : r0, 1s Ñ
r0, 1s : x ÞÑ 1

3x en f2 : r0, 1s Ñ r0, 1s : x ÞÑ 1
3x`

2
3 . Dan is C precies de unieke niet-lege, compacte

verzameling waarvoor geldt
C “ f1pCq Y f2pCq.

Dit resultaat volgt uit de Stelling van Hutchinson in [Hut81]. Equivalent is de recursieve definitie
met behulp van de rij pCnq, waar we C0 “ r0, 1s definiëren en verder Cn met n ą 0 recursief
definiëren als

Cn “
1

3
Cn´1 Y p

2

3
`

1

3
Cn´1q.

Hierin gebruiken we voor getallen λ1, λ2 P R en een verzameling A Ă R de notatie

λ1 ` λ2A :“ tλ1 ` λ2x : x P Au.

In Figuur 2.1 zijn C0 tot en met C6 te zien.

Figuur 2.1: Illustratie van C0 tot en met C6 (Bron: Publiek domein).

Vervolgens is de Cantorverzameling C gedefinieerd als C :“
Ş8

n“0 Cn. We kunnen de Cantor-

verzameling ook bekijken met behulp van β-ontwikkelingen met β “ 3. Uit d̃p1, 3q “ 2 volgt
Q3 “ t0, 1, 2u

Nzt2u. Verder definiëren we de overlevingsverzameling.

Definitie 2.2. Zij β P r2, 3s en pa, bq Ă R een interval zodanig dat 0 ď a ă b ă 1. Dan is de
overlevingsverzameling van de afbeelding Tβ met gat pa, bq gedefinieerd als de verzameling

Kβpa, bq :“
 

x P r0, 1q : Tnβ pxq R pa, bq voor alle n ě 0
(

.

Bekijk K3p
1
3 ,

2
3 q en zij x P r0, 1q. Als er een n ą 0 bestaat zodanig dat dnpx, 3q “ 1 geldt

Tn´1
3 pxq P r13 ,

2
3 q. We leiden hieruit af dat als voor alle n ą 0 geldt Tn´1

3 pxq R p 13 ,
2
3 q dit impliceert

dat dnpx, 3q ‰ 1 voor alle n dan wel dat er een n ě 0 bestaat zodanig dat Tn3 pxq “ 0, omdat
T3p

1
3 q “ 0. Oftewel, voor alle x P K3p

1
3 ,

2
3 q geldt voor alle n ą 0 dat dnpx, 3q ‰ 1 of bestaat er een

N ě 0 zodanig dat voor alle n ă N geldt dn`1px, 3q P t0, 2u en σN pdpx, 3qq “ 10.

Stelling 2.3. Er geldt C “ K3p
1
3 ,

2
3 q.
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Bewijs. Vanuit het bovenstaande concluderen we dat

K3

ˆ

1

3
,

2

3

˙

“ π3

˜

t0, 2uN Y
8
ď

k“0

 

w10 : w P t0, 2uk
(

¸

.

We definiëren vervolgens de cilinderverzameling

∆pd1, ..., dnq :“
 

pxiq P t0, 1, 2u
N, x1 “ d1, ..., xn “ dn en d1, ..., dn P t0, 1, 2u

(

Ă t0, 1, 2uN.

Verder definiëren we de rij symbolische verzamelingen in t0, 1, 2uN zodanig dat π3pCnq “ Cn voor
alle n ě 0. We merken op dat C0 “ t0, 1, 2uN, C1 “ ∆p0q Y∆p2q Y t10u en

C2 “ ∆p0, 0q Y∆p0, 2q Y∆p2, 0q Y∆p2, 2q Y t010, 210u.

Als we dit patroon voortzetten volgt voor n ą 0 dat

Cn “ t∆pd1...dnq : d1, ..., dn P t0, 2uu Y
n´1
ď

k“0

 

w10 : w P t0, 2un´1
(

Omdat geldt Ck`1 Ă Ck voor alle k ě 0 volgt dat C “
Ş8

k“0 Ck “ limkÑ8 Ck. Daarom conclu-
deren we dat geldt

C “ π3

˜

t0, 2uN Y
8
ď

k“0

 

w10 : w P t0, 2uk
(

¸

“ K3

ˆ

1

3
,

2

3

˙

.

Dit maakt het bewijs voor de stelling af.

We bewijzen de feiten gepresenteerd in de introductie van het hoofdstuk.

Stelling 2.4. De Cantorverzameling C is overaftelbaar.

Bewijs. We weten dat t0, 2uN Ă C. We definiëren de functie

ψ : t0, 2uN Ñ t0, 1uN : pxiq ÞÑ p
1

2
xiq.

In een rijtje pxiq P t0, 2u
N wordt iedere 2 in een 1 veranderd. Er is eenvoudig te bewijzen dat deze

functie welgedefinieerd en bijectief is. Vervolgens leiden we af dat π2pψpt0, 2u
Nqq “ π2pt0, 1u

Nq “
r0, 1s. Het interval r0, 1s is overaftelbaar en vanuit de injectiviteit van ψ volgt dat π3pt0, 2u

Nq Ă C
dat ook is.

Stelling 2.5. De Cantorverzameling C heeft Lebesguemaat 0.

Bewijs. We gebruiken hier vergelijking (1.1.2), afgeleid van het feit dat T3 ergodisch is. We
bekijken de verzameling K3p

1
3 ,

2
3 q. Omdat β “ 3 geheel is, is de Lebesguemaat λ invariant voor

Tβ (zie hiervoor Paragraaf 1.1). Dit geeft

λ

˜

ď

ně0

T´n3 pp
1

3
,

2

3
qq

¸

“ 1.

Deze verzameling bevat precies de punten die onder iteraties van T3 in het gat p 13 ,
2
3 q vallen. Er

geldt dus

K3

ˆ

1

3
,

2

3

˙

“

˜

ď

ně0

T´n3 pp
1

3
,

2

3
qq

¸C

.

Met deze feiten zien we dat λpCq “ λpK3p
1
3 ,

2
3 qq “ 0 .
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In Stelling 2.4 en Stelling 2.5 hebben we feiten bewezen over de Cantorverzameling. Het is een-
voudig te laten zien dat voor alle overlevingsverzamelingen Kβpa, bq met 0 ď a ă b ă 1 geldt
λpKβpa, bqq “ 0. Verschillende overlevingsverzamelingen zijn dus niet te onderscheiden in Leb-
esguemaat. De Hausdorffdimensie van verzamelingen kan hier een oplossing in bieden, het kent
aan elke deelverzameling A Ă Rn een getal in r0, ns toe dat iets zegt over de hoeveelheid de-
tail in een verzameling. Hier zullen we bij het definiëren van de Hausdorffdimensie dieper op
in gaan. De Hausdorffdimensie zal mogelijk wel onderscheid kunnen maken tussen verschillende
overlevingsverzamelingen.

2.2 Hausdorffdimensie

Felix Hausdorff heeft in zijn artikel [Hau18] de Hausdorffdimensie gedefinieerd. Dit concept wordt
onder anderen gebruikt om deelverzamelingen van Rn met maat 0 te onderscheiden. De Haus-
dorffdimensie is een getal in r0, ns dat aan elke deelverzameling van Rn toegekend kan worden.
De Hausdorffdimensie overlapt ook met de traditionele definitie van dimensie die gebruikt wordt
bij vectorruimtes: Een lijn heeft Hausdorffdimensie 1, een vlak Hausdorffdimensie 2, enzovoorts.
Voor de uitleg van de definitie van Hausdorffdimensie kan het boek [Fal14] van Kenneth Falconer
gebruikt worden. We beginnen met een definitie over deelverzamelingen U Ă Rn. Om te beginnen
definiëren we de diameter van een verzameling U Ă Rn als

|U | :“ sup t|x´ y| : x, y P Uu . (2.2.1)

Zij A Ă Rn. Van deze verzameling bepalen we de Hausdorffdimensie. Om te beginnen definiëren
we een δ-overdekking van A als een aftelbare verzameling deelverzamelingen F Ă PpRnq, zodanig
dat

A Ă
ď

UPF
U en 0 ă |U | ď δ voor alle U P F .

Dan definiëren we voor s ě 0 en δ ą 0

Hs
δpAq “ inf

#

8
ÿ

n“1

|Un|
s : tUn : n ą 0u een δ-overdekking van A

+

. (2.2.2)

Duidelijk is dat voor δ1, δ2 met δ1 ă δ2 geldt Hs
δ1
pAq ě Hs

δ2
pAq. Zij namelijk F1 een δ1-

overdekking. Dan geldt voor alle U P F1 dat 0 ă |U | ď δ1 ă δ2 en daarom is F1 ook een
δ2-overdekking.

We concluderen dat als de diameter δ van deelverzamelingen U kleiner wordt, het aantal δ-
overdekkingen in ieder geval niet toeneemt. Dan definiëren we de s-dimensionale Hausdorffmaat
van A als

HspAq “ lim
δÑ0

Hs
δpAq.

Het bewijs dat Hs een maat is met de Borel σ-algebra, is te vinden in het boek [Fal14]. Verder
zien we dat voor alle A Ă R de functie Hs

δpAq dalend is in s. Daarom vinden we dat HspAq ook
dalend is. We vinden zelfs, voor t ą s en F een δ-overdekking van A, dat

ÿ

UPF
|U |t “

ÿ

UPF
|U |t´s|U |s ď δt´s

ÿ

UPF
|U |s. (2.2.3)

Oftewel, als we dan het infimum nemen over alle δ-overdekkingen vinden we dat Ht
δpAq ď

δt´sHs
δpAq. Als we dan de limiet δ Ñ 0 nemen, zien we dat als HspAq ă 8, dat dan geldt

HtpAq “ 0 voor alle t ą s. We zien dus dat er de grafiek van HspAq op hoogstens één punt niet 0
of 8 kan zijn.

Definitie 2.6. De Hausdorffdimensie van een verzameling A Ă Rn is gegeven door

dimHpAq “ infts ě 0 : HspAq “ 0u.

De Hausdorffdimensie is dus het punt waar de s-dimensionale Hausdorffmaat van 8 naar 0
’springt’. Alleen op s “ dimHpAq kan HspAq ongelijk zijn aan 8 of 0.
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In de praktijk is dit een zeer moeilijke definitie om mee te werken. Wel kunnen we bijvoorbeeld
wat zeggen over de Hausdorffdimensie van aftelbare verzamelingen. Als we deze schrijven als
A “ tan : n P Nu zien we dat F “ tUn : n P Nu :“

 

pan ´
1
2δ, an `

1
2δq : n P N

(

een geldige
aftelbare δ-overdekking is. Er geldt namelijk

A Ă
ď

nPN

Un “
ď

nPN

pan ´
1

2
δ, an `

1

2
δq.

Daarom geldt dat voor alle s ą 0 volgens de monotone convergentiestelling en het feit dat de rij
van partiële sommen van

řn
i“1 δ

s monotoon stijgend is dat

HspAq ď lim
δÑ0

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pan ´
1

2
δ, an `

1

2
δq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s

“ lim
δÑ0

8
ÿ

n“1

δs “
8
ÿ

n“1

lim
δÑ0

δs “ 0.

Oftewel, Hs
δpAq “ 0 voor alle δ ą 0. We concluderen dan uiteindelijk dat de Hausdorffdimensie

van aftelbare deelverzamelingen A Ă Rn gelijk is aan

dimHpAq “ infts ą 0 : HspAq “ 0u “ 0. (2.2.4)

Als laatste geven we een identiteit betreffende de Hausdorffdimensie van de vereniging van twee
verzamelingen. Namelijk zij A,B Ă Rn. Dan geldt

dimHpAYBq “ suptdimHpAq,dimHpBqu. (2.2.5)

In het artikel [Kal+20] wordt naar een subklasse overlevingsverzamelingen gekeken. Later kijken
we onder andere naar de Hausdorffdimensie van deze subklasse overlevingsverzamelingen. We
definiëren nu de subklasse overlevingsverzamelingen zoals deze bekeken worden in [Kal+20].

2.3 De overlevingsverzameling Kβptq

De overlevingsverzameling is een belangrijk onderdeel in het artikel [Kal+20]. Deze bekijken we
in een minder brede zin als in gedefinieerd in Definitie 2.2. Er worden gaten bestudeerd van de
vorm p0, tq met t P r0, 1s. We geven de definitie van de overlevingsverzameling zoals we die in de
rest van de scriptie gaan gebruiken.

Definitie 2.7. Zij β P p2, 3q en zij t P r0, 1q en bekijk het interval p0, tq. Dan is de overlevings-
verzameling van de afbeelding Tβ gedefinieerd als de verzameling

Kβptq :“ tx P r0, 1q : Tnβ pxq R p0, tq voor alle n ě 0u.

We beperken ons dus gaten van de vorm p0, tq, t P r0, 1q. In het verdere onderzoek splitsen we de
overlevingsverzameling. We bekijken de punten die in 0 terechtkomen apart.

K0
βptq “ tx P r0, 1q : DM zodanig dat TMβ pxq “ 0 en Tnβ pxq R p0, tq voor alle n ăMu.

K`β ptq “ tx P r0, 1q : Tnβ pxq ě t voor alle n P Nu.
(2.3.1)

Naast deze definitie definiëren we de symbolische overlevingsverzameling als

Kβptq :“ tpxiq P Qβ : πβppxiqq P Kβptqu.

Analoog definiëren we de symbolische verzamelingen K0
βptq en K`β ptq. We bewijzen de volgende

stelling over K0
βptq.

Stelling 2.8. De verzameling K0
βptq is voor alle t ą 0 aftelbaar.
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Bewijs. Zij x P K0
βptq. Dan bestaat er een M ą 0 zodanig dat voor alle m ąM geldt dmpx, βq “ 0

en laat M “ Mpxq de minimale waarde zijn waarvoor dit geldt. Dan bestaat er een woord
w “ wpxq P t0, 1, 2uM zodanig dat dpx, βq “ w0. We definiëren nu de functie

ψ : K0
βptq Ñ N, x ÞÑ

M
ÿ

n“1

dnpx, βq ¨ 3
n voor x ‰ 0.

We weten dat ieder natuurlijk getal een unieke representatie heeft in grondtal 3, dus is ψ injectief.
Omdat N aftelbaar is impliceert dit dat K0

βptq dit ook is.

In Vergelijking (2.2.4) hebben we gezien dat de Haudorffdimensie van een aftelbare verzameling
altijd 0 is en in Stelling 2.8 hebben we bewezen dat K0

βptq aftelbaar is. We herinneren ons de
identiteit gegeven in Vergelijking (2.2.5) uit [Fal14]. We leiden de Hausdorffdimensie van Kβptq
af als

dimHpKβptqq “ dimHpK
0
βptq YK

`
β ptqq “ suptdimHpK

0
βptqq,dimHpK

`
β ptqqu “ dimHpK

`
β ptqq.

Om deze reden bekijken we de Hausdorffdimensie van K`β ptq, omdat Kβptq niet aftelbaar is als t
klein genoeg is. Door middel van β-ontwikkelingen kunnen we daarnaast een precieze karakterisatie
geven van K`β ptq.

Stelling 2.9. Zij dpt, βq P Qβ. Dan geldt voor alle dpx, βq P K`β ptq met bijbehorende dpx, βq P Qβ

dat
dpt, βq ĺ σnpdpx, βqq ă d̃p1, βq voor alle n ě 0.

De β-ontwikkeling dpt, βq geeft dus een ondergrens voor K`β ptq zoals d̃p1, βq een bovengrens geeft
voor Qβ .

Bewijs. Stel er geldt niet dpt, βq ĺ σnpdpx, βqq voor alle n ě 0. Dan is er dus een zekere k ě 0
zodanig dat σkpdpx, βqq ă dpt, βq. Vanuit Gevolg 1.10 volgt πβ

`

σkpdpx, βqq
˘

ă t. Daarom geldt

p0, tq Q πβ
`

pσkpdpx, βqq
˘

“ πβ
`

dpT kβ pxq, βq
˘

“ T kβ pxq.

We concluderen hieruit dat x R K`β ptq, wat een tegenstelling oplevert.

Gevolg 2.10. Voor de symbolische overlevingsverzameling K`β ptq geldt

K`β ptq “ tpxiq P Qβ : dpt, βq ĺ σnppxiqq ă d̃p1, βq voor alle n ě 0u.

Bij het kijken naar dpx, βq P Qβ kunnen we met Stelling 2.9 controleren of dpx, βq P K`β ptq.
In Paragraaf 4.1 berekenen we een t waarvoor de Hausdorffdimensie van Kβptq positief is. We
bekijken nu de functie

Fβ : r0, 1s Ñ PpRq, t ÞÑ K`β ptq

en observeren dat deze functie dalend is. Dat betekent dat alle t1 ă t2 geldt dat als x P K`β pt2q

er ook x P K`β pt1q geldt, oftewel Kβpt1q Ă Kβpt2q. Dit is omdat

dpt1, βq ă dpt2, βq ĺ σnpdpx, βqq voor alle n ě 0.

In [Urb86] is bewezen dat de functie F̃β : t ÞÑ Kβptq λ-bijna overal lokaal constant is. We weten

dat op de punten waar F̃β niet constant is er punten in het gat p0, tq vallen. Op punten waar Fβ
niet constant is, vallen er punten in het gat r0, tq. Oftewel, als Fβ constant is, is F̃β dat ook en
dus is Fβ ook λ-bijna overal lokaal constant. Dat wil zeggen dat

λ ptt P r0, 1s : Fβptq is constantuq “ 1.

In [Kal+20] is onderzoek gedaan naar de verzameling punten waar Fβ niet constant is. Deze
verzameling heet de bifurcatieverzameling.
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2.4 Bifurcatieverzameling Eβ

We definiëren de bifurcatieverzameling door middel van K`β , zonder Fβ .

Definitie 2.11. De bifurcatieverzameling Eβ is gedefinieerd als

Eβ :“ tt P p0, 1q : K`β pεq ‰ K`β ptq voor alle ε ą tu. (2.4.1)

Dit is hetzelfde als de verzameling van punten waar Fβ niet constant is. Zij t R Eβ , dan bestaat
er een ε ą t zodanig dat K`β ptq “ K`β pεq. Dat betekent dat op het interval pt, εq geen punten

zitten die wel in K`β ptq zitten, maar niet in K`β pεq. Oftewel, Fβ is constant op het interval rt, εs.
Andersom, voor t P Eβ geldt voor alle ε ą t dat Fβ niet constant is op het interval rt, εs. Voor alle
ε ą t bestaat er dus een x P rt, εs zodanig dat x P K`β ptq en x R K`β pεq. Daarom concluderen we

dat t P Kβptq
`. We vinden dus een alternatieve karakterisering voor Eβ . Deze is gëıntroduceerd

in [Urb86] en bewezen in [Kal+20].

Opmerking 2.12. In het artikel [Kal+20] is Eβ gedefiniëerd als de bifurcatieverzameling van
Kβptq, in plaats van K`β ptq. Eβ in deze scriptie is dus E`β in [Kal+20].

Propositie 2.13. Er geldt Eβ “ tt P r0, 1q : t P K`β ptqu.

Uit deze propositie leiden we af dat voor alle t geldt Eβ X rt, 1q Ď K`β ptq. Er geldt dus voor de
Lebesguemaat van Eβ dat λpEβq “ 0. We leiden dan de volgende equivalente beschrijving van Eβ
af.

Stelling 2.14. Er geldt

Eβ “ tt P r0, 1q : Tnβ ptq ě t voor alle n ě 0u

“ tt P r0, 1q : dpt, βq ĺ σnpdpt, βqq voor alle n ě 0u.
(2.4.2)

Bewijs. Het bewijs van deze equivalentie is gegeven in Propositie 2.3 van [Kal+20].

We definiëren daarnaast de symbolische bifurcatieverzameling als

Eβ :“ tdpt, βq P Qβ : t P Eβu “ tdpt, βq : dpt, βq ĺ σnpdpt, βqq voor alle n ě 0u . (2.4.3)

Verder merken we het volgende op over Eβ .

Lemma 2.15. Zij β1, β2 ą 1 zodanig dat β1 ă β2. Dan geldt Eβ1
Ă Eβ2

.

Bewijs. Zij pxiq in Eβ1 . Dan geldt volgens Stelling 2.14 dat pxiq ĺ σnppxiqq voor alle n ě 0.

Daarnaast geldt volgens Lemma 1.17 dat σnppxiqq ă d̃p1, β1q ă d̃p1, β2q voor alle n ě 0. Dus geldt
pxiq P Eβ2

en dus Eβ1
Ă Eβ2

.

Merk op dat dit enkel geldt voor de symbolische bifurcatieverzamelingen, in het algemeen geldt
namelijk πβ1

ppxiqq ‰ πβ2
ppxiqq en bevatten de reële bifurcatieverzamelingen verschillende punten

(met dezelfde β-ontwikkeling). Een belangrijk onderzoek betreffende de bifurcatieverzameling is
de aan- of afwezigheid van gëısoleerde punten in de verzameling, De aanwezigheid van een niet-
gëısoleerd punt zegt iets de omgeving van dat punt en dus iets over de dichtheid van andere punten
in de omgeving van dat punt. Een methode om te laten zien dat een punt x P A Ă R niet gëısoleerd
ligt in een verzameling is het opstellen van een convergent rijtje naar x. Een resultaat, bewezen in
[Urb86] en [Nil09], betreft de afwezigheid van gëısoleerde punten in de bifurcatieverzameling E2.

Lemma 2.16. De bifurcatieverzameling E2 bevat geen gëısoleerde punten.

In [Kal+20] is gekeken naar de β P p1, 2q zodat Eβ een Cantorverzameling is, deze verzameling is

definiëren we als Ṽ . Precies geldt dan

Ṽ :“ tβ P p1, 2q : Eβ bevat geen gëısoleerde puntenu. (2.4.4)

In [Kal+20] wordt deze verzameling precies gekarakteriseerd door middel van condities op d̃p1, βq.
We gebruiken de verzameling Ṽ in Stelling 3.1 om een verzameling V Ă p2, 3q te vinden waarvoor
Eβ geen gëısoleerde punten bevat op het interval r 1β , 1s voor alle β P V .
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3 Hoofdresultaten

In [Kal+20] is onderzoek gedaan naar Eβ met β P p1, 2q. In deze scriptie doen we onderzoek naar
Eβ met β P p2, 3q. We kijken of bepaalde resultaten over gëısoleerde punten uit [Kal+20] toe te
passen zijn op een deelverzameling van Eβ met β P p2, 3q. In de verdere stellingen breiden we dit
uit en kijken we naar de verzameling Eβ .

3.1 Gëısoleerde punten in Eβ X r
1
β
, 1s

In (2.4.4) is de verzameling Ṽ gedefinieerd als de verzameling van β P p1, 2q waarvoor Eβ geen
gëısoleerde punten bevat. Deze verzameling is precies gedefinieerd in [Kal+20]. In de volgende
stelling geven we een andere verzameling V Ă p2, 3q met de eigenschap dat voor alle β P V de
verzameling Eβ X r

1
β , 1s geen gëısoleerde punten bevat. We definiëren de functie

ϕ : t0, 1uN Ñ t1, 2uN : pxiq ÞÑ pxi ` 1q.

Voor het rijtje 01 geldt dus bijvoorbeeld ϕp01q “ 12. We formuleren het eerste resultaat.

Stelling 3.1. Definieer de verzameling V als

V :“
!

β P p2, 3q| Er bestaat een β̃ P Ṽ : d̃p1, βq “ ϕpd̃p1, β̃qq
)

.

Dan geldt voor alle β P V dat de verzameling Eβ X r
1
β , 1s geen gëısoleerde punten bevat.

Laat β P V . Voor het gemak definiëren we de verzameling Aβ :“ Eβ X r
1
β , 1s en Aβ :“ tdpx, βq :

x P Aβu. Er geldt voor de verzameling Aβ dat

Aβ “

!

pxiq P Qβ : 10 ĺ σnppxiqq ă d̃p1, βq en pxiq ĺ σnppxiqq voor alle n ě 0
)

.

Uit inf Aβ ě
1
β en dp 1β , βq “ 10 volgt vanwege eigenschap (2.4.2) van de bifurcatieverzameling dat

inf Aβ “ 1, dus Aβ Ă t1, 2u
N. Om Stelling 3.1 te bewijzen volgen eerst twee lemma’s.

Lemma 3.2. Voor alle β̃ P Ṽ bestaat er een unieke β P p2, 3q zodanig dat d̃p1, βq “ ϕpd̃p1, β̃qq.

Bewijs. Zij β̃ P Ṽ en bekijk d̃p1, β̃q. Er geldt ϕpd̃p1, β̃qq “ pd̃np1, β̃q ` 1qną0. We zoeken een
β P p2, 3q zodanig dat geldt

πβ

´

pd̃np1, β̃q ` 1qną0

¯

“

8
ÿ

ną0

d̃np1, β̃q ` 1

βn
“ 1.

We weten dat d̃np1, β̃q P t0, 1u voor alle n ą 0. We bekijken voor ieder rijtje pxiq P t1, 2u
N de

functie gpxnq : β ÞÑ
ř8

ną0
xn
βn op het domein r2, 3s. We merken op dat deze functie continu en

strikt dalend is voor alle pxnq P t1, 2u
N. Gegeven een pxnq weten we dat gpxnqp2q ě 1, omdat

inft1, 2uN “ 1 en
ř8

ną0
1
2n “ 1. Daarnaast weten we dat gpxnqp3q ď 1, omdat supt1, 2uN “ 2 en

ř8

ną0
2
3n “ 1. Met de tussenwaardestelling vinden we dan dat er een β P p2, 3q bestaat zodanig

dat gpxnqpβq “ 1. Het rijtje ϕpd̃p1, β̃qq is de quasi-greedy ontwikkeling van 1 in de basis β, omdat

πβpϕpd̃p1, β̃qqq “ 1 en omdat d̃p1, β̃q een quasi-greedy ontwikkeling is. Omdat gpxnq strikt dalend
is, is β uniek.

Lemma 3.3. Bekijk de verzameling β P p2, 3q waarvoor er een β̃ P p1, 2q bestaat met ϕpd̃p1, β̃qq “
d̃p1, βq. De functie ϕ|Eβ̃ met als codomein Aβ is voor alle β P Ṽ welgedefinieerd (1), ordebewarend

(2), bijectief (3) en continu (4).

Bewijs. We weten dat voor alle pxiq P Eβ̃ en alle i ě 0 geldt dat pxiq ĺ σnppxiqq. Dit is de
eigenschap van elementen uit de bifurcatieverzameling.
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1. Zij pxiq P Eβ̃ . Dan volgt ϕppxiqq “ pxi ` 1qią0. Omdat pxiq P Eβ̃ geldt voor alle n ě 0 dat
pxiq ĺ σnpxiq. Er geldt dan ook voor alle n ě 0, pxi` 1q ĺ σnpxi` 1q. Daarnaast weten we
dat ϕpd̃p1, β̃qq “ d̃p1, βq. Omdat geldt σnppxiqq ă d̃p1, β̃q voor alle n ě 0 volgt hieruit dat
σnpϕpxiqq “ ϕpσnpxiqq ă ϕpd̃p1, β̃qq “ d̃p1, βq voor alle n ě 0. Voor ϕppxiqq geldt dus voor
alle n ě 0

10 ĺ σnpϕppxiqqq ă d̃p1, βq en ϕppxiqq ĺ σnpϕppxiqqq.

Dus ϕppxiqq is een element van Aβ en ϕ is welgedefinieerd.

2. Zij pxiq, pyiq P Eβ̃ , zodanig dat pxiq ă pyiq. Omdat pxiq ă pyiq weten we dat er een N P N
bestaat zodanig dat xi “ yi voor alle i ă N en xN ă yN . Dan geldt ook xi ` 1 “ yi ` 1 en
xN`1 ă yN`1 voor alle i ă N en dus ϕppxiqq ă ϕppyiqq. De functie ϕ is dus ordebewarend.

3. Definieer de functie ϕ´1 : Aβ Ñ Eβ̃ als

ϕ´1ppxiqiě1q “ pxi ´ 1qiě1.

We weten dat Aβ Ă t1, 2u
N en dus ϕ´1pAβq Ă t0, 1u

N. Zij pxiq P Aβ . Er geldt voor pxiq ĺ

σnppxiqq, met hetzelfde argument als voor ϕ geldt dan ook ϕ´1ppxiqq ĺ σnpϕ´1ppxiqqq voor
alle i ě 0. Daarnaast geldt σnppxiqq ĺ d̃p1, β̃q, omdat pxiq P Aβ en ϕ´1pd̃p1, βqq “ d̃p1, β̃q.
Dus ϕ´1 is welgedefinieerd. Dan geldt ten eerste

ϕpϕ´1ppxiqiě1qq “ ϕppxi ´ 1qiě1q “ pxiq.

Ten tweede geldt
ϕ´1pϕppxiqiě1qq “ ϕ´1ppxi ` 1qiě1q “ pxiq.

Dus is ϕ bijectief met als inverse ϕ´1.

4. Om de continüıteit van ϕ te bewijzen laten we zien dat het beeld van elke convergente rij
xpkq in Eβ̃ ook convergeert in Aβ en wel naar de functiewaarde van de limiet in Eβ̃ . Oftewel,

lim
kÑ8

ϕpxpkqq “ ϕp lim
kÑ8

xpkqq.

Om het te hebben over convergentie in de symbolische verzamelingen herinneren we ons de
metriek p : t0, 1, 2uN ˆ t0, 1, 2uN Ñ R gegeven in (1.1.4) als

pppxnq, pynqq “ 2´ inftně1:xn‰ynu voor alle pxnq ‰ pynq en pppxnq, pxnqq :“ 0.

Zij pxpkqqkě0 een convergente rij in Eβ̃ met als limiet pciq. Dan geldt

lim
kÑ8

ppxpkq, pciqq “ 0. Oftewel, lim
kÑ8

2´ inftiě1:x
pkq
i ‰ciu “ 0.

Vervolgens kijken we of ϕpxpkqq convergeert naar ϕppciqq. We bekijken

lim
kÑ8

ppϕpxpkq, ϕppciqqq.

Zij k ě 0, dan zien we dat ppϕpxpkqq, ϕppciqqq “ pppx
pkq
i ` 1q, pci ` 1qq en dus

pppx
pkq
i ` 1q, pci ` 1qq “ 2´ inftiě1:x

pkq
i `1‰ci`1u “ 2´ inftiě1:x

pkq
i ‰ciu “ ppxpkq, pciqq.

We vinden dus dat ppϕpxpkqq, ϕppciqqq “ ppxpkq, pciqq. Daarom geldt

lim
kÑ8

ppϕpxpkqq, ϕppciqqq “ 0.

Hieruit volgt dat ϕ continu is.

De vier eigenschappen van ϕ zijn nu bewezen.
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Omdat we weten dat de projectieafbeelding πβ een topologische conjugatie vormt tussen de reële
verzameling r0, 1q en de symbolische verzameling Qβ , zie Stelling 1.12, merken we op dat Figuur
3.1 een beeld geeft van de situatie.

Eβ̃

π´1

β̃

Õ
πβ̃

Eβ̃
ϕ
Õ
ϕ´1

Aβ

πβ
Õ
π´1
β

Aβ

Figuur 3.1: Commutatieve diagram.

Met Lemma 3.3 bewijzen we Stelling 3.1.

Bewijs van Stelling 3.1. Zij β P V , x P Aβ en zij ε ą 0. We bekijken de verzameling px ´ ε, x `
εq X Aβ . Verder definiëren we de functie f : Aβ Ñ Eβ̃ , gegeven door fpxq “ pπβ̃ ˝ ϕ

´1 ˝ π´1
β qpxq,

waarbij β̃ P p1, 2q zo is dat ϕpd̃p1, β̃qq “ d̃p1, βq. Vanuit Gevolg 1.10 weten we dat πβ̃ en π´1
β

ordebewarend zijn. Hieruit concluderen we met Lemma 3.3 dat f ook ordebewarend is. Verder
volgt uit Stelling 1.12 dat f ook continu en bijectief is. Hieruit leiden we af dat

f´1
´

px´ ε, x` εq X Eβ̃

¯

Ă
`

f´1px´ εq, f´1px` εq
˘

“: pa, bq

en dat f´1pxq P pa, bq. Daarnaast weten we dat f´1pxq P Eβ̃ , omdat β̃ P Ṽ . Neem

ε0 “ mint|f´1pxq ´ a|, |f´1pxq ´ b|u.

Omdat Eβ̃ geen gëısoleerde punten bevat, volgt dan dat er een y P Eβ̃ X pf
´1pxq ´ ε0, f

´1pxq ´

ε0qztf
´1pxqu bestaat. Dus geldt fpyq P Aβ en omdat y ‰ f´1pxq geldt fpyq ‰ x. Als laatste geldt

fpyq P px´ ε, x` εq en omdat ε willekeurig gekozen was ligt x niet gëısoleerd. Daarnaast hebben
we x P Aβ willekeurig gekozen, dus bevat Aβ geen gëısoleerde punten.

We hebben nu bewezen dat er voor alle β̃ P Ṽ een β P p2, 3q bestaat zodanig dat de verzameling
Eβ X r

1
β , 1s geen gëısoleerde punten bevat. Namelijk die β waarvoor geldt ϕpd̃p1, β̃q “ d̃p1, βq.

Merk op dat β̃ “ 1`
?
5

2 P V . Voor deze β̃ geldt d̃p1, β̃q “ 10. Met β “ 1`
?

3 zien we dat geldt

ϕp10q “ 21 “ d̃p1, 1`
?

3q.

Oftewel, afleidend uit Stelling 3.1 weten we dat de verzameling Eβ X r
1
β , 1s voor β “ 1 `

?
3

geen gëısoleerde punten bevat. Een natuurlijke vraag die hieruit volgt is of voor β “ 1 `
?

3 de
verzameling Eβ X r0,

1
β s gëısoleerde punten bevat. Dat bekijken we in Hoofdstuk 3.2.

3.2 Gëısoleerde punten voor β0 “ 1`
?
3

We schrijven β0 “ 1 `
?

3. Bij het kijken naar punten in de verzameling Eβ0
weten we dat alle

β0-ontwikkelingen dpx, β0q P Eβ0 met d1px, β0q “ 1 niet gëısoleerd liggen. Dit is bewezen in Stelling
3.1. Nu bekijken we de verzameling B :“ Eβ0 X r0,

1
β0
q. De symbolische verzameling is dan gelijk

aan tdpx, β0q P Eβ0 : d1px, β0q “ 0u. We formuleren de volgende stelling.

Stelling 3.4. Zij β0 “ 1`
?

3. De verzameling Eβ0
bevat geen gëısoleerde punten.

We bekijken Eβ0 . Hier geldt voor alle pxnq P Eβ0

pxnq ĺ σippxnqq en σippxnqq ă d̃p1, β0q “ 21 voor alle i ě 0.

Om Stelling 3.4 te bewijzen laten we zien dat B geen gëısoleerde punten bevat.

Stelling 3.5. De verzameling B “ Eβ0 X r0,
1
β0
q bevat geen gëısoleerde punten.
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Bewijs. We bekijken B en splitsen deze op in drie verzamelingen, namelijk

B1 “ tdpx, β0q P B : DM ą 0 zodanig dat dnpx, β0q “ 1,@n ąMu,

B2 “ tx P BzB1 : DM ą 0 zodanig dat dnpx, β0q ‰ 0@n ąMu en

B3 “ BzpB1 Y B2q.

(3.2.1)

Er geldt B “ B1YB2YB3. Voor elk van deze verzamelingen laten we zien dat deze geen gëısoleerde
punten bevat.

• Zij x P B met dpx, β0q P B1. Dan is er een woord w “ w1w2...wM P t0, 1, 2uM zodanig dat
w1 “ 0 en dpx, β0q “ w1. Definieer een rijtje xpnq Ă t0, 1, 2uN met xpnq “ w1n2. Dan geldt
voor iedere n ą 1

σipxpnqq ă 21 voor alle i ě 0.

Oftewel, er geldt xpnq P Qβ0
voor alle n ą 1. Hieruit volgt samen met Stelling 1.12 dat

lim
nÑ8

πβ0px
pnqq “ πβ0pdpx, β0qq “ x.

Om te laten zien dat x niet gëısoleerd ligt, laten we zien dat xpnq P Eβ0
voor alle n ą 1.

Hiervoor laten we zien dat voor alle n ą 1, i ě 0 geldt dat xpnq ĺ σipxpnqq. Zij n ą 1 en
stel dat er een i ě 1 bestaat met σipxpnqq ă xpnq. Laat vanuit Definitie 1.7 N ą 0 zo zijn

dat σipxpnqqj “ x
pnq
j voor alle 1 ď j ď N en σipxpnqqN`1 ă x

pnq
N`1. Ten opzichte van x is het

enige dat veranderd is in xpnq dat in de staart 1 na elke k 1’en een 1 in een 2 veranderd is.
Hieruit volgt dat

dpx, β0q ĺ σipdpx, β0qq ă σipxpnqq ă xpnq. (3.2.2)

Er geldt djpx, β0q “ x
pnq
j voor alle 1 ď j ďM ` n, wat betekent dat N ěM ` n. Vanwege

(3.2.2) vinden we dan dat ook moet gelden σipxpnqqj “ x
pnq
j voor alle 1 ď j ďM ` n. Laat

M0 :“ maxtj ą 0 : djpx, β0q “ 0u.

Deze M0 bestaat omdat er een M ą 0 bestaat zodanig dat dnpx, β0q “ 1, voor alle n ą M .
Dan geldt er M0 ď M ď N , aangezien xpnq alleen nullen bevat in w en |w| “ M . Hieruit

volgt dat 0 “ dM0px, β0q “ x
pnq
M0
“ σipxpnqqM0 . Echter, voor alle j ąM0´i geldt σipxpnqqj “

x
pnq
j`i ą 0, dus σipxpnqqM0

“ x
pnq
M0`i

ą 0. Dit geeft een tegenspraak en we concluderen dat er

geen i ą 0 bestaat zodanig dat σipxpnqq ă xpnq. Er geldt dus voor alle n ą 0 dat xpnq P Eβ0
.

πβ0
pB1q bevat dus geen gëısoleerde punten in B.

• Zij x P B met dpx, β0q P B2. We weten dat het woord 22 niet voorkomt in dpx, β0q. Dus
bestaat er een woord w P t0, 1, 2uM zodanig dat dpx, β0q “ w21p121p2 ... met ppiqią0 Ă Ną0.
Omdat σipdpx, β0qq ă 21 voor alle i ě 0 bestaan er oneindig veel pi met pi ą 1. Definiëer
dan pjkqką0 Ă N een strikt stijgende rij zijn met pjk ą 1 voor alle k ą 0. Dan definiëren we
de rij xpnq P t0, 1, 2uN met

xpnq “ w21p12...21pjn´12121.

Dan geldt σipxpnqq ă 21 voor alle i ě 0 en n ą 0. Iedere xpnq is dus een β-ontwikkeling en
er volgt

lim
nÑ8

πβ0
pxpnqq “ πβ0

pdpx, β0qq “ x.

We laten nu zien dat voor alle xpnq geldt xpnq P Eβ0 , oftewel xpnq ĺ σipxpnqq voor alle i ě 0.
Zij n ą 0 en stel dat er een i ą 0 bestaat zodanig dat xpnq ą σipxpnqq. Dan geldt

dpx, β0q ĺ σipdpx, β0qq ă σipxpnqq ă xpnq. (3.2.3)

Laat N ą 0 zoals in Definitie 1.7 zo zijn dat x
pnq
j “ σipxpnqqj voor alle 1 ď j ď N en

σipxpnqqN`1 ă x
pnq
N`1. Verder weten we dat geldt djpx, β0q “ x

pnq
j voor alle 0 ă j ďM ă N .
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We concluderen dan met behulp van (3.2.3) dat djpx, β0q “ x
pnq
j “ σipxpnqqj voor alle

0 ă j ďM . Laat
M0 :“ maxtj ą 0 : djpx, β0q “ 0u,

dan geldt er M0 ď M ă N , aangezien in xpnq alleen nullen bevat in w en |w| “ M .
Daarom geldt 0 “ dM0

px, β0q “ xnM0
“ σipxpnqqM0

. Echter, voor alle j ą M0 ´ i geldt

σipxpnqqj “ x
pnq
j`i ą 0, dus σipxpnqqM0 “ x

pnq
M0`i

ą 0. Dit geeft een tegenspraak en we

concluderen dat er geen i ą 0 kan bestaan zodanig dat σipxpnqq ă xpnq. Er geldt dus voor
alle n dat xpnq P Eβ0

. Dus is x geen gëısoleerd punt in B.

• Zij x P B met dpx, β0q P B3. Voor dpx, β0q geldt dat deze oneindig veel nullen bevat. Laat
pbnq Ă N een strikt stijgende rij zijn zodat dbnpx, β0q “ 0 voor alle n ą 0. Definieer dan het
rijtje pxpnqqną0 zodanig dat

xpnq “ d1px, β0qd2px, β0q...dbn´1px, β0q1.

Dan geldt σipxpnqq ă 21 voor alle i ě 0 en alle n ą 0 en dus is iedere xpnq een β-ontwikkeling.
Verder zien we dat

lim
nÑ8

πβ0
pxpnqq “ πβ0

pdpx, β0qq “ x.

Om te laten zien dat x P B niet gëısoleerd ligt in Eβ0
laten we zien dat xpnq P Eβ0

voor alle
n ą 0. Hiervoor laten we zien dat xpnq ĺ σipxpnqq voor alle n ą 0, i ě 0. Zij n ą 0 en stel
dat er een i ą 0 bestaat zodanig dat xpnq ą σipxpnqq. Laat vanuit Definitie 1.7 N ą 0 zo

zijn dat x
pnq
j “ σipxpnqqj voor alle 1 ď j ď N en σipxpnqqN`1 ă x

pnq
N`1. Dan geldt

dpx, β0q ĺ σipdpx, β0qq ă σipxpnqq ă xpnq. (3.2.4)

Er geldt djpx, β0q “ x
pnq
j voor alle 1 ď j ď bn ´ 1, vanwege (3.2.4) concluderen we dan dat

moet gelden σipxpnqqj “ x
pnq
j voor alle 1 ď j ď bn ´ 1. Hieruit volgt dat N ě bn ´ 1. Laat

M0 :“ maxtk ą 0 : x
pnq
k “ 0u.

Dan geldt er M0 ď bn´1, aangezien xpnq alleen nullen bevat voor index bn. Hieruit volgt dat

0 “ dM0
px, β0q “ x

pnq
M0
“ σipxpnqqM0

. Echter, voor alle j ąM0´i geldt σipxpnqqj “ x
pnq
j`i ą 0,

dus σipxpnqqM0
“ x

pnq
M0`i

ą 0. Dit geeft een tegenspraak en we concluderen dat er geen i ą 0

bestaat zodanig dat σipxpnqq ă xpnq. Er geldt dus voor alle n ą 0 dat xpnq P Eβ0
. Dus ligt x

niet gëısoleerd in B.

Voor iedere x P B is nu laten zien dat dit geen gëısoleerd punt is.

We bewijzen Stelling 3.4.

Bewijs van Stelling 3.4. In Stelling 3.5 is bewezen dat geen enkel punt in de verzameling B “

Eβ0
X r0, 1

β0
q gëısoleerd ligt en uit Stelling 3.1 volgt dat dat de verzameling Aβ0

“ Eβ0
X r 1

β0
, 1s

geen gëısoleerde punten bevat. We concluderen dat dat de verzameling Eβ0
“ Aβ0

Y B geen
gëısoleerde punten bevat.

In Stelling 3.4 is bewezen dat de verzameling Eβ geen gëısoleerde punten bevat voor β “ 1`
?

3.
De technieken in het bewijs van Stelling 3.5 zijn echter ook geldig voor andere β P p2, 3q, zoals we
in de volgende paragraaf zullen zien.
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3.3 Eβ met β P p2, 3q

Het bewijs voor Stelling 3.4 is gedeeltelijk te generaliseren voor andere β P p2, 3q. Door middel van
twee stellingen geven we deelintervallen van p2, 3q zodat bepaalde deelverzamelingen van Eβ geen
gëısoleerde punten bevatten voor alle β in deze deelintervallen. We beginnen met het definiëren
van Bβ :“ EβXr0,

1
β s, met de symbolische verzameling Bβ :“ tdpx, βq : x P Bβu. Deze verzameling

splitsen we op dezelfde manier als in Stelling 3.4 bij (3.2.1) op in B1
β ,B2

β ,B3
β . We definiëren

B1
β “ tdpx, βq P Bβ : DM ą 0 zodanig dat dnpx, βq “ 1,@n ąMu,

B2
β “ tx P BβzB1

β : DM ą 0 zodanig dat dnpx, βq ‰ 0@n ąMu en

B3
β “ BβzpB1

β Y B2
βq.

(3.3.1)

Verder definiëren we B1
β :“ πβpB1

βq, B
2
β :“ πβpB2

βq en B3
β :“ πβpB3

βq.

Stelling 3.6. Voor 3`
?
5

2 ă β ă 3 bevat de verzameling B1
β geen gëısoleerde punten in Eβ.

Bewijs. Om te bewijzen dat B1
β geen gëısoleerde punten bevat definiëren we ten eerste het rijtje

pβnqně0 zodanig dat d̃p1, βnq “ 21n. Vanuit Lemma 1.17 weten we dat deze βn bestaan. Er geldt

limnÑ8 d̃p1, βnq “ 21. Dit geeft dat limnÑ8 βn “
3`
?
5

2 .

De splitsing in (3.3.1) is hetzelfde als de splitsing in (3.2.1). Om te laten zien dat voor alle

β P p 3`
?
5

2 , 3q en x P B1
β geldt dat x geen gëısoleerd punt is in Eβ , nemen we een willekeurige

x P B1
β vast en definiëren we een rijtje xpnq dat convergeert naar dpx, βq. We bewijzen dan ten

eerste dat er een N ą 0 bestaat zodanig dat voor alle n ą N en i ě 0 geldt σipxpnqq ă d̃p1, βq,
zodat pxpnqqnąN een rijtje van β-ontwikkelingen is. Ten tweede tonen we aan dat voor alle n ą N
en i ě 0 geldt xpnq ĺ σipxpnqq, zodat xpnq P Eβ .

Zij β P p 3`
?
5

2 , 3q en zij x P B1
β . Dan geldt dpx, βq “ w1 “ d1...dM1, met w P t0, 1, 2uM voor een

of andere M . Definiëer het rijtje pxpnqq met xpnq “ w1n2. Omdat pβmqmě1 een monotoon dalend

rijtje is naar 3`
?
5

2 , bestaat er altijd een m ě 1 zodanig dat d̃p1, βm`1q ă d̃p1, βq ĺ d̃p1, βmq.

Hieruit concluderen we dat geldt d̃p1, βq “ 21m2.... We laten zien dat er een N ą 0 bestaat
zodanig dat voor alle n ą N en i ě 0 geldt σipxpnqq ă d̃p1, βq. In ieder geval geldt duidelijk voor
alle i ěM en alle n ą m` 1 dat

σipxpnqq ă d̃p1, βm`1q “ 21m`1 ă d̃p1, βq.

Stel i ă M . We willen uiteindelijk een N ą 0 vinden zodanig dat voor alle n ą N alle xpnq β-
ontwikkelingen zijn. Stel dat er een n ě 1 bestaat zodanig dat σipxpnqq ľ d̃p1, βq. Als er gelijkheid
geldt, bestaat er dus een n “ npiq zodanig dat

σipxpnpiqqq “ σipw1npiq2q “ d̃p1, βq.

Omdat σipxpnqq ă σipxpn`1qq voor alle n ą 0, concluderen we dat voor alle n ą npiq in ieder geval
wel geldt σipxpnqq ă d̃p1, βq. Bij ongelijkheid volgt de vergelijking

σipdpx, βqq “ di...dM1 ă d̃p1, βq “ 21m2... ă di...dM1n2 “ σipxpnqq.

We vinden dus een ppiq ą n met d̃p1, βq “ di...dM1ppiq2.... Dus geldt dan voor alle n1 ě ppiq ` 1

dat σipxpn
1
qq “ di...dM1n12 ă di...dM1ppiq2... “ d̃p1, βq. Dan geldt dus voor alle n ě maxtppiq :

1 ď i ď Mu dat σipxpnqq ă d̃p1, βq voor alle 1 ď i ď M . We concluderen dus dat voor alle
n ą N :“ maxtnpiq,m` 1, ppiq : 1 ď i ďMu geldt xpnq P Qβ .

Als laatste laten we zien dat voor alle n ě N en i ě 0 geldt xpnq ĺ σipxpnqq. Deze vergelijking
hangt echter niet af van d̃p1, βq. In het bewijs van Stelling 3.4 is hetzelfde rijtje xpnq gebruikt en
dus is dit bewijs hetzelfde als het bewijs gegeven in het bewijs van Stelling 3.4. We concluderen

we dat voor β P p 3`
?
5

2 , 3q de verzameling B1
β geen gëısoleerde punten in Eβ bevat.

Dit voltooid het bewijs van Stelling 3.6.
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Eenzelfde uitspraak is niet gemaakt over de verzameling B2
β en B3

β . We kunnen echter wel een

uitspraak doen over gëısoleerde punten in B2
β voor β P p2, 3`

?
5

2 s.

Stelling 3.7. Er geldt tβ P p2, 3q : B2
β “ Hu “

´

2, 3`
?
5

2

ı

en dus bevat de verzameling B2
β voor

deze β geen gëısoleerde punten.

Bewijs. Definiëer β1 “
3`
?
5

2 . Dan geldt d̃p1, β1q “ 21. We laten zien dat B2
β1
“ H. Voor

iedere x P B2
β1

zou gelden dat er een M ą 0 is, een w P t0, 1, 2uM en een y P t1, 2uNzt1u zodat
dpx, βq “ wy. Verder bestaat er ook geen N ą 0 zodanig dat dnpx, β1q ‰ 2 voor alle n ě N . Zij
n ą M zodanig dat dnpx, β1q “ 2, dan bestaat er een n1 ą n met dn1px, β1q “ 2 en djpx, β1q “ 1

voor alle n ă j ă n1 en dus σn´1pdpx, β1qq “ 21n
1
´n´12... ą 21 “ d̃p1, β1q. Dit betekent dat

dpx, β1q niet toegestaan is, dus een x P B2
β1

kan niet bestaan. Hieruit volgt dat B2
β1
“ H.

We laten zien dat hetzelfde geldt voor 2 ă β ă β1. Zij 2 ă β ă β1 en stel dat B2
β ‰ H.

Laat x P B2
β . Dan geldt ten eerste dpx, βq ă d̃p1, βq ă d̃p1, β1q, dus dpx, βq is een toegestane

ontwikkeling in basis β1. Ten tweede, aangezien dpx, βq P B2
β , volgt ook dat dpx, βq P B2

β1
. Dit

betekent dat πβ1pdpx, βqq P B
2
β1

en dat geeft een tegenspraak. We concluderen dat B2
β “ H.

Aangezien B2
β “ H, bevat B2

β ook geen gëısoleerde punten.

Ten slotte laten we zien dat voor alle 3`
?
5

2 ă β ă 3 geldt dat B2
β ‰ H. Beschouw weer het rijtje

pβmqmě0 gegeven door d̃p1, βmq “ 21m. In het bewijs van Stelling 3.6 zagen we dat limmÑ8 βm “
3`
?
5

2 . Zij m ą 0 en bekijk B2
βm

. Dan geldt 01m`12 P B2
βm

, dus B2
βm
‰ H. Net als hierboven volgt

dat als x P B2
βm

, dan geldt voor iedere βm ă β ă 3 dat πβpdpx, βmqq P B
2
β . Dus B2

β ‰ H voor

iedere β P
´

3`
?
5

2 , 3
¯

.

3.4 Over de isolatie van 1

Het punt 1 is een bijzonder punt in Eβ , er geldt namelijk

min tdpx, βq P Eβ : d1px, βq “ 1u “ mintdpx, βq : x P Eβ X r
1

β
, 1su “ 1.

Het is dus het overgangspunt tussen ontwikkelingen die met een 0 en 1 beginnen. We bekijken
het punt 1 in Eβ met β “ 1`

?
2.

Stelling 3.8. Het punt 1
2

?
2 “ π1`

?
2p1q ligt in E1`

?
2 gëısoleerd.

Bewijs. Ten eerste weten we dat geldt d̃p1, 1 `
?

2q “ 20. Zij x P E1`
?
2 X r

1
1`
?
2
, 1s. Dan

d1px, 1 `
?

2q “ 1. Omdat dpx, 1 `
?

2q ĺ σipdpx, 1 `
?

2qq ă 20 voor alle i ě 0 volgt dat
dipx, 1`

?
2q R t0, 2u voor alle i ě 0. Daarom geldt dpx, 1`

?
2q “ 1, wat betekent dat

E1`
?
2 X r

1

1`
?

2
, 1s “ tπ1`

?
2p1qu “ t

1

2

?
2u.

Verder weten we dat

suptdpx, 1`
?

2q P E1`?2 : d1px, 1`
?

2q “ 0u ĺ 020.

We zien daarna dat

ˇ

ˇπ1`
?
2p020q ´ π1`

?
2p1q

ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

1`
?

2
´

1
?

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2`
?

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Voor alle 0 ă ε ă 1
2`
?
2

geldt daarom dat

E1`
?
2 X

ˆ

1

2

?
2´ ε,

1

2

?
2

˙

“ H.

Dus ligt 1
2

?
2 gëısoleerd in E1`

?
2.
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We zien dus dat voor β “ 1 `
?

2 het punt π1`
?
2p1q gëısoleerd ligt. Echter, in Stelling 3.1 is

bewezen dat voor β “ 1`
?

3 het punt π1`
?
3p1q niet gëısoleerd ligt. Vanwege Lemma 2.15 weten

we dan dat suptβ P p2, 3q : πβp1q ligt gëısoleerd in Eβu bestaat.

Stelling 3.9. Er geldt

max

"

β P p2, 3q :
1

β ´ 1
ligt gëısoleerd in Eβ

*

“
3`

?
5

2
.

Om Stelling 3.9 te bewijzen, formuleren we eerst een lemma.

Lemma 3.10. Voor alle β P p2, 3q bestaat er een ε ą 0 zodanig dat voor πβp1q “
1

β´1 geldt

Eβ X

ˆ

1

β ´ 1
´ ε,

1

β ´ 1

˙

“ H.

Bewijs. Zij β P p2, 3q. Voor alle dpx, βq P Eβ met d1px, βq “ 1 geldt dnpx, βq ‰ 0 voor alle n ą 1,
vanwege eigenschap (2.4.2) van de bifurcatieverzameling. Verder geldt er dat

sup tdpx, βq P Qβ : d1px, βq “ 0u “ 0d̃p1, βq,

inf tdpx, βq P Eβ : d1px, βq “ 1u “ 1.

We weten daarnaast dat geldt πβp0d̃p1, βqq “ πβp10q “ 1
β . Hieruit concluderen we dat

pπβp10q, πβp1qq X Eβ “ H.

Daarom geldt voor alle 0 ă ε ă
ˇ

ˇπβp10q ´ πβp1q
ˇ

ˇ “ 1
βpβ´1q dat pπβp1q ´ ε, πβp1qq “ H.

Met dit lemma concluderen we dat als 1 niet gëısoleerd ligt, er een rijtje pxpkqq Ă Eβ bestaat dat
van boven naar 1 convergeert. We merken nog een aantal feiten op die moeten gelden voor een
dergelijk rijtje pxpkqqką0 Ă Eβ .

• pxpkqq moet van bovenaf naar 1 convergeren en dus moeten alle xpkq met een één beginnen.

• Alle xpkq zijn een element van t1, 2uN.

• Alle xpkq kunnen nooit eindigen in 1 en dus bevatten deze xpkq oneindig veel tweeën.

Met deze gevonden eisen aan pxpkqq bewijzen we Stelling 3.9.

Bewijs van Stelling 3.9. We definiëren een rijtje pβmq zodanig dat d̃p1, βmq “ 21m. We bekijken

hier verder het rijtje pxpkqqką0 gedefinieerd door xpkq “ 1k2. We zien dat geldt xpkq ĺ σnpxpkqq
voor alle k en n. Ook geldt voor alle k,m met k ą m dat σnpxpkqq ă d̃p1, βmq voor alle n. Dan
weten we xpkq P Eβm voor alle k,m met k ą m. Verder geldt

lim
kÑ8

xpkq “ 1 en xpkq ‰ 1 voor alle k ą 0.

We concluderen dat voor alle m ą 1 het punt πβmp1q niet gëısoleerd ligt in Eβm . Verder zien we
dat geldt

lim
mÑ8

d̃p1, βmq “ 21.

Voor β “ 3`
?
5

2 geldt d̃p1, βq “ 21 en dus

tdpx, βq P Eβ : d1px, βq “ 1u “ t1u.

Dit laatste volgt uit het feit dat als d1px, βq “ 1 voor alle i ą 1 geldt di ‰ 0. Daarnaast geldt
als dipx, βq “ 2 dat voor alle j ą i geldt djpx, βq “ 1. Vanwege eigenschap (2.4.2) van de
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bifurcatieverzameling kan dat ook niet. Samen met Lemma 3.10 volgt hieruit dat het punt πβp1q
voor deze β gëısoleerd ligt in Eβ . We hebben dus nu een rijtje pβmq waarvoor voor alle m ą 1 geldt
dat πβmp1q niet gëısoleerd ligt in Eβm en in de limiet van m Ñ 8 wel. Als voor bepaalde β een
punt niet gëısoleerd ligt in Eβ , volgt vervolgens uit Lemma 2.15 dat dat punt ook niet gëısoleerd

ligt in Eβ1 voor alle β1 ą β. Aangezien d̃p1, 3`
?
5

2 q “ 21, concluderen we dat hieruit volgt

max

"

β P p2, 3q :
1

β ´ 1
ligt gëısoleerd in Eβ

*

“
3`

?
5

2
.

Samenvattend hebben we in dit hoofdstuk de volgende resultaten over Eβ voor β P p2, 3q verkregen.

• In Stelling 3.1 hebben we een verzameling V Ă p2, 3q gevonden, zodat voor alle β P V de
verzameling Eβ X r

1
β , 1s geen gëısoleerde punten bevat.

• In Stelling 3.4 hebben we laten zien dat E1`
?
3 geen gëısoleerde punten bevat.

• We hebben vervolgens de verzameling EβXr0,
1
β q opgesplitst in drie disjuncte verzamelingen

Eβ X r0,
1
β q “ B1

β Y B2
β Y B3

β . In Stelling 3.6 hebben we laten zien dat voor 3`
?
5

2 ă β ă 3

de verzameling B1
β geen gëısoleerde punten bevat. In Stelling 3.7 hebben we laten zien dat

voor alle 2 ă β ď 3`
?
5

2 geldt dat B2
β “ H.

• Ten slotte hebben we in Stelling 3.9 laten zien dat 1
β´1 gëısoleerd ligt in Eβ voor alle

2 ă β ď 3`
?
5

2 en niet gëısoleerd ligt in Eβ voor alle 3`
?
5

2 ă β ă 3.

In het volgende hoofdstuk berekenen we een ondergrens voor de Hausdorffdimensie van Kβptq voor
een bepaalde t P p0, 1q.
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4 De Hausdorffdimensie van Kβptq

In Hoofdstuk 2.2 is de definitie van Hausdorffdimensie gegeven. Samen met formules en stellingen
gegeven in [Kal+20] en [Rai94] berekenen we een ondergrens voor de Hausdorffdimensie van de
overlevingsverzameling Kβptq.

4.1 Positieve Hausdorffdimensie

In [Kal+20] vinden we een algemene formule voor de Hausdorffdimensie van Kβptq. Deze is afgeleid
van een formule gegeven in [Rai94]. De formule luidt

dimH Kβptq “
htoppKβptqq

log β
. (4.1.1)

Hierin is htop de topologische entropie. De topologische entropie htop is als volgt gedefinieerd voor
deelverzamelingen A van t0, 1, 2uN. We definiëren eerst BnpAq als de verzameling van woorden
van lengte n die voorkomen in rijtjes in A. Daarnaast is |A| de kardinaliteit van A. De definitie
van topologische entropie is dan

htoppAq :“ lim
nÑ8

log |BnpAq|
n

. (4.1.2)

Met deze definities hebben we genoeg om te laten zien dat er voor alle β een tβ bestaat zodanig dat
Kβptq een positieve Hausdorffdimensie heeft. Aan de hand van de formule merken we ten eerste
op dat de Hausdorffdimensie van Kβptq positief is dan en slechts dan als de topologische entropie
van Kβptq positief is. We richten ons dus op de topologische entropie van Kβptq. Stel dat er w1, w2

bestaan met w1 ‰ w2, zodanig dat tw1, w2u
N Ă Kβptq. Vervolgens stellen we k “ |w1| ¨ |w2| het

product van de lengtes van w1 en w2 en definiëren we w11 en w12 als w11 :“ pw1q
|w2| en w12 :“ pw2q

|w1|.
Dit geeft |w11| “ |w

1
2| “ k. Verder weten we dat tw11, w

1
2u

N Ă tw1, w2u
N Ă Kβptq. Vervolgens zien

we in BnpKβptqq dat geldt

2|Bnptw11, w12uNq| ď |Bn`kptw11, w12uNq|.

Een deel van de woorden in Bnptw11, w12uNq bestaat namelijk uit combinaties van w11 en w12 en als
de lengte van de woorden verlengd wordt met k symbolen, betekent dat dat het aantal combinaties
minstens verdubbeld, omdat dan op zijn minst weer gekozen kan worden om aan elk woord w11 of
w12 toe te voegen. De kardinaliteit van BnpKβptqq groeit dus exponentieel in n. We definiëren het
rijtje pnmqmě1 met nm “ mk, dit geeft

2|Bnmptw11, w12uNq| ď |Bnm`1ptw
1
1, w

1
2u

Nq|.

Daarom geldt

log2 |Bnm`1ptw
1
1, w

1
2u

Nq| ě log2p2|Bnmptw11, w12uNq|q “ log2p|Bnmptw11, w12uNq|q ` 1. (4.1.3)

Vanwege het feit dat tw11, w
1
2u

N Ă Kβptq leiden we verder af dat BnmpKβptqq ook exponentieel
groeit in m (en dus in n). We vinden daarom dat, als we Vergelijking (4.1.3) m´ 1 keer herhalen
dat

log2 |Bnmptw11, w12uNq| ě log2p|Bn1ptw
1
1, w

1
2u

Nq|q `m´ 1.

Daarom vinden we samen met Vergelijking (4.1.2) dat de topologische entropie van Kβptq minstens
gelijk is aan

htoppKβptqq ě lim
mÑ8

log2p|Bnmptw11, w12uNq|q
nm

ě lim
mÑ8

log2p|Bn1ptw
1
1, w

1
2u

Nq|q

nm
`
m´ 1

nm

“ lim
mÑ8

m´ 1

mk
“

1

k
.

(4.1.4)

Dat impliceert dat onder deze aanname de Hausdorffdimensie positief is. In Paragraaf 4.2 bere-
kenen we specifiek een ondergrens.
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4.2 Ondergrens voor dimHpKβptqq

We bewijzen nu dat voor elke β P p2, 3s een tβ bestaat zodanig dat de Hausdorffdimensie van
Kβptq positief is. Neem w1 “ 01 en w2 “ 11. Neem daarnaast tβ P p0, 1q zo dat dptβ , βq “ 010.
Definieer dan X :“ tw1, w2u

N. Dan zien we dat voor elke pxiq P X geldt dptβ , βq ă σnppxiqq voor

alle n ě 0, aangezien infně0 σ
npX q “ 01. Daarnaast geldt d̃p1, 2q “ 1, dus geldt voor alle β ą 2

dat X Ă Qβ . Dan volgt uit Lemma 1.17 dat dus voor alle β P p2, 3s geldt

σnppxiqq ă d̃p1, βq voor alle n ě 0.

We zullen laten zien dat voor alle β P p2, 3q voor tβ “ πβp010q de Hausdorffdimensie van Kβptβq
positief is. Daarnaast geven we een niet-triviale ondergrens voor de Hausdorffdimensie van Kβptq.
We zien dat voor alle pxiq P X geldt pxiq P Kβptβq, voor alle β ą 2. Aangezien |w1| “ |w2| “ 2
kennen we w11 :“ w1 en w12 :“ w2 en dus k “ 2. De topologische entropie berekenen we dan met
(4.1.2) als

htoppKβptqq ě
1

2
.

Samen met (4.1.1) volgt dan dat een ondergrens voor de Hausdorffdimensie van Kβptβq als

dimHpKβptβqq ě
1

2 log β
.

We vinden dus een ondergrens voor de Hausdorffdimensie van Kβptq met t ď tβ “ πβp010q “ 1
β2

gegeven door 1
2 log β .

Met dit resultaat zijn we aan het einde gekomen van de bevindingen in het onderzoek naar dy-
namische systemen met drie takken. Binnen het gebied van open dynamische systemen met drie
takken zijn echter nog een hoop onderzoeksmogelijkheden, daarom presenteren we in het laatste
hoofdstuk ideeën en vragen over mogelijk verder onderzoek.
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5 Verdere studie

In Hoofdstuk 3 hebben we gekeken naar de aanwezigheid van gëısoleerde punten in Eβ met β P
p2, 3q. Buiten deze stellingen is meer onderzoek mogelijk. Hier is een aantal vragen uiteengezet die
de basis kunnen vormen voor vervolgonderzoek naar β-ontwikkelingen en het dynamisch systeem
pTβ , r0, 1qq.

Eβ voor alle β P p2, 3q

Ten eerste is de aanwezigheid van gëısoleerde punten nog niet onderzocht voor alle Eβ met β P
p2, 3q. In Stelling 3.4 is bewezen dat de verzameling Eβ geen gëısoleerde punten bevat voor
β “ 1 `

?
2. In Stelling 3.6 is laten zien de bewijstechnieken gegeven in het bewijs van Stelling

3.4 toe te passen zijn op een deelverzameling van p2, 3q. Wat is de verzameling β P p2, 3q waarvoor
Eβ geen gëısoleerde punten bevat?

Als we β verder vergroten

In [Kal+20] is gekeken naar β P p1, 2q, en in deze scriptie is gekeken naar β P p2, 3q. Een logische
vervolgvraag is dan te kijken of de kwestie te veralgemeniseren is voor alle β ą 1. Oftewel, we
bekijken het dynamisch systeem

Tβpxq “ βx mod 1 met β ą 1.

We kunnen vervolgens op dezelfde manier de β-ontwikkelingen van x P r0, 1q definiëren, maar dan
aan de hand van tβu symbolen. Dit geeft

dpx, βq P t0, 1, ..., tβuuN.

Verder kunnen we de eigenschappen gegeven in Stelling 2.10 en (2.4.2) voor β-ontwikkelingen in
Kβptq en Eβ afleiden. We kunnen hier verder dezelfde vragen stellen over gëısoleerde punten in
Eβ . Echter kunnen we op dezelfde manier als in Stelling 3.1 de structuur betreffende gëısoleerde
punten afleiden uit voorafgaande resultaten. We breiden de functie ϕ uit naar

ϕ : NN Ñ NN : pxiq ÞÑ pxi ` 1q.

Voor n P Zą1 definiëren we β P pn, n`1q zodanig dat d̃p1, βq “ ϕpd̃p1, β1qq voor β1 P pn´1, nq. Als
x P Eβ1 gëısoleerd ligt in Eβ1 , dan ligt πβpϕpdpx, β

1qqq gëısoleerd in Eβ . Andersom geldt ook als
x P Eβ1 niet gëısoleerd ligt in Eβ1 , dan ligt πβpϕpdpx, β

1qqq niet gëısoleerd in Eβ . Een precies bewijs
volgt zoals het bewijs van Stelling 3.1. Als de structuur van Eβ1 met β1 P pn ´ 1, nq bekend is,

kunnen we dus wat zeggen over EβXr
tβu´1
β , 1s. De structuur van EβXr0,

tβu´1
β s zal daarnaast dus

onderzocht moeten worden. We weten dat hoe groter β wordt, hoe meer symbolen mogelijk zijn

in β-ontwikkelingen in Eβ X r0, tβu´1
β s. Daarom is het vermoeden dat dus steeds ’minder’ punten

gëısoleerd liggen, omdat er meer mogelijk wordt in het vormen van convergerende rijtjes (om te
laten zien dat punten niet gëısoleerd liggen). Oftewel, we weten dat voor γ ă γ1 met |γ ´ γ1| ą 1
en γ, γ1 R N zal gelden

dimHptβ P ptγu, rγsq : E`β bevat geen gëısoleerde puntenuq

ďdimHptβ P ptγ
1u, rγ1sq : E`β bevat geen gëısoleerde puntenuq.

In [Kal+20] is laten zien dat dimHptβ P p1, 2q : E`β bevat geen gëısoleerde puntenuq “ 0. Bestaat
er dan een τ zodanig dat voor alle γ ą τ geldt

dimHptβ P ptγu, rγsq : E`β bevat geen gëısoleerde puntenuq ą 0?
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[Rén57] Alfréd Rényi. “On algorithms for the generation of real numbers”. In: Magyar Tud.
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