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Voorwoord

Van september 2020 tot en met juni 2021 ben ik bezig geweest met mijn masteronderzoekspro-
ject, waar deze scriptie het resultaat van is. Ik heb ervoor gekozen om het in het Nederlands
te schrijven, omdat ik het een mooie taal vind en ik wil bijdragen aan het Nederlands als we-
tenschapstaal. Mijn scriptie is geschreven voor mensen met ‘wiskundige volwassenheid’ en extra
kennis in maattheorie en, in mindere mate, functionaalanalyse. Die twee onderwerpen hebben
mij persoonlijk altijd aangesproken: ze zijn niet te abstract, maar toch nog ‘puur’. Deze scriptie
is bij uitstek geschikt voor mensen die interesse hebben om discrete Markovprocessen operator-
technisch te bekijken als dynamische systemen.

De motivatie achter het onderzoek is een artikel van Lasota, Li en Yorke. Mijn begeleider
dr. Sander C. Hille vroeg zich af of de daar bewezen stellingen veralgemeniseerd konden worden.
Tot op zekere hoogte kon dat inderdaad door resultaten uit ongepubliceerd werk van Maja
Ziemlanska, dat zelf weer geinspireerd is door een aantal bewijzen in een artikel van Bas Lemmens
en Onno van Gaans. Maar als je iets wilt veralgemeniseren, heb je minder structuur en zijn de
stellingen, als ze iiberhaupt nog waar zijn, moeilijker te bewijzen. Het is dan ook niet gelukt om
een volledige veralgemenisering te geven. We stuiten namelijk op een probleem over topologische
groepen dat we niet kunnen oplossen, in ieder geval ik niet.

Voor zover wij weten, staat er een aantal nieuwe resultaten in Hoofdstukken 3, 6 en 7. Even-
tueel vervolgonderzoek uitgaande van Hoofdstukken 6 en 7 is zeker mogelijk en zou bijvoorbeeld
kunnen leiden tot resultaten over Markov-operatoren met meerdere ergodische maten.

Ik hoop dat de lezer vindt wat hij zoekt in mijn scriptie of plezier heeft tijdens het lezen. Of
allebei natuurlijk! Schroom niet om voor eventuele vragen of opmerkingen een e-mail te sturen
naar martin@vandenzen.nl.

Als laatste wil ik graag Sander Hille bedanken voor de goede en leuke begeleiding van mijn
project: ik keek altijd uit naar onze wekelijkse afspraak op vrijdag!

Samenvatting

In deze scriptie staan zogenaamde Markov-operatoren centraal. Een Markov-operator is een
lineaire afbeelding op de verzameling maten op een vaste ruimte die kansmaten naar kansmaten
stuurt. Na een aantal technische resultaten over verschillende topologieén op de verzameling
maten kijken we naar de hiérarchie van verschillende eigenschappen die een Markov-operator kan
hebben. Daarna onderzoeken we naar aanleiding van een artikel van Lasota, Li en Yorke wat we
kunnen zeggen in de situatie waarin er een compacte verzameling kansmaten bestaat waar elke
kansmaat naartoe convergeert onder de iteraties van een Markov-operator. Als laatste richten
we ons op één van de eigenschappen die een Markov-operator kan hebben: de e-eigenschap.
We geven voldoende voorwaarden voor wanneer het hebben van de e-eigenschap in één punt
impliceert dat de Markov-operator de e-eigenschap in meerdere punten heeft.
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Inleiding

Het belangrijkste concept in deze scriptie is de Markov-operator. Er is een nauw verband tussen
Markov-operatoren en overgangskernen van discrete Markovprocessen: ze geven beide het ver-
loop van een startverdeling aan. Met Markov-operatoren is echter makkelijker te werken vanuit
analytisch oogpunt. In deze scriptie beschouwen we Markov-operatoren als discrete dynami-
sche systemen. Enkele andere onderwerpen die voorkomen, zijn maattheorie, groepentheorie en
functionaalanalyse.

In de literatuur worden vaak Markov-operatoren op dichtheden bestudeerd, zoals in [21], [6] en
[20]. Wij bekijken echter een algemenere versie: de Markov-operator op maten. Zie bijvoorbeeld
[27], [26], [18], [15], [14] en [28].

De aanleiding van deze scriptie is het eerder genoemde artikel [20] van Lasota, Li en Yorke dat
Markov-operatoren op dichtheden bekijkt. Daarin wordt bewezen dat de iteraties van dichtheden
onder een Markov-operator in de limiet periodiek zijn. Daarbij wordt wel aangenomen dat er
een compacte verzameling van dichtheden bestaat waar die iteraties naartoe convergeren. In
de hoop dit resultaat te veralgemeniseren doen we ook voor een Markov-operator op maten de
aanname dat hij een compacte insnoerende verzameling heeft, en kijken we wat we onder die
aanname zoal kunnen bewijzen. Daarbij komt ongepubliceerd en onvoltooid werk van Maja
Ziemlanska, dat zelf weer gebaseerd is op enkele bewijzen uit [22], goed van pas. Uit dat werk
krijgen we namelijk onder meer impliciet de topologische structuur van de banen binnen de
kleinste insnoerende verzameling van een Markov-operator: zo’n baan is homeomorf met een
quotientgroep van een zogeheten compacte, monothetische groep. Wegens niet-triviale resultaten
over compacte, monothetische groepen in onder andere [16] blijkt de baan homeomorf te zijn
met een gesloten ondergroep van TN. Hier is T de complexe eenheidscirkel met de Euclidische
topologie en vermenigvuldiging als groepsstructuur. Een preciezer resultaat is misschien mogelijk
door de extra eigenschapen van de insnoerende verzameling te gebruiken.

Ryszard Kukulski en Hanna Wojewodka-Sciazo kwamen in [19] met een verdere uitmelking
van een in [15] gegeven bewijs. Daarop gingen wij ook kijken of er nog meer resultaten uit te
halen waren. Dat bleek inderdaad zo te zijn: de in [15] gegeven constructie werkt algemener
dan waar ze eerst voor werd gebruikt. Zowel in [15] als in [19] wordt zogeheten asymptotische
stabiliteit van een Markov-operator aangenomen. Dan neem je aan dat er een maat bestaat waar
elke maat onder iteratie van de Markov-operator naartoe convergeert. Dat is echter niet strikt
noodzakelijk om het bewijs in [15] uit te voeren.

Alle gedefinieerde termen zijn gebaseerd op al in het Engels bestaande termen. Als van de
Engelse term een vertaling naar het Nederlands te vinden was, dan werd die gebruikt. Echter,
soms zijn er geen Nederlandse vertalingen vindbaar. In dat geval is de Nederlandse vertaling zo
gekozen dat die zo dicht mogelijk bij de Engelse term staat. Bij iedere definitie staat de Engelse
vertaling er tussen haakjes bij.



Hoofdstuk 1. Inleiding

1.1 Overzicht van de scriptie

In Hoofdstuk 2 geven we de gebruikte notatie en de veelgebruikte definities die nodig zijn om de
verdere hoofdstukken te begrijpen.

In Hoofdstuk 3 vergelijken we de Dudleynorm met de norm van totale variatie, hoewel Stel-
ling 3.2.9 ook een meetbaarheidsresultaat met betrekking tot de zwakke topologie geeft voor
afbeeldingen die horen bij de Jordandecompositie. In Paragraaf 3.1 zien we hoe we de totale
variatie van een maat kunnen uitdrukken in termen van begrensde Lipschitz-continue functies en
in termen van de Dudleynorm. In Paragraaf 3.2 bewijzen we dat evaluatie van de variatie van
een maat in een Borelverzameling meetbaar is als de verzameling maten de door de Dudleynorm
geinduceerde topologie of de zwakke topologie krijgt.

In Hoofdstuk 4 verdiepen we ons in het concept van Markov-operatoren. In de literatuur
wordt een scala aan eigenschappen gedefinieerd voor Markov-operatoren. In Paragraaf 4.1 geven
we de hiérarchie van die eigenschappen en geven we verschillende equivalente uitspraken voor
de Fellereigenschappen. In Paragraaf 4.2 bekijken we zeven voorbeelden van Markov-operatoren
met hun eigenschappen. In Paragraaf 4.3 zien we hoe de twee soorten Markov-operatoren, die
op maten en die op dichtheden, aan elkaar gerelateerd zijn, en geven we de Stelling uit [20] die
de aanleiding was voor deze scriptie.

In Hoofdstuk 5 werken we toe naar Stelling 5.2.5, die de basis vormt voor Hoofdstuk 6. In
Paragraaf 5.1 introduceren we het begrip asymptotische compactheid en bewijzen we er een aan-
tal resultaten over. We doen hier voor het eerst de aanname dat er een compacte insnoerende
verzameling bestaat. In Paragraaf 5.2 geven en bewijzen we de resultaten uit het ongepubliceerde
werk van Maja Ziemlariska en voegen we alle tot dan toe verkregen resultaten samen in Stelling
5.2.5. In die stelling komt een groep voor, waarvan we de structuur verder onderzoeken in Para-
graaf 5.3. We geven daar ook de topologische structuur van de banen in de kleinste insnoerende
verzameling in termen van de eerder genoemde groep.

Hoofdstuk 6 is waarschijnlijk het belangrijkste hoofdstuk. We bekijken Stelling 5.2.5 in het
licht van Markov-operatoren, ook wel Stelling 6.0.3. Laten we de kleinste compacte insnoerende
verzameling van een Markov-operator als in Stelling 5.2.5 als A schrijven. In Paragraaf 6.1
bekijken we de structuur van 4. In het bijzonder bewijzen we dat A convex is, en onderzoeken
we de banen in A onder werking van de Markov-operator. In Paragraaf 6.2 onderzoeken we
wat er gebeurt als de metriek in Stelling 6.0.3 afkomt van de Dudleynorm. Bijzondere Markov-
operatoren sturen een maat naar zijn beeldmaat met betrekking tot een zekere afbeelding T'. In
Subparagraaf 6.2.1 bewijzen we dat een dergelijke Markov-operator voldoet aan de voorwaarden
voor Stelling 5.2.5 dan en slechts dan als T" aan de voorwaarden voldoet. In Subparagraaf 6.2.2
bewijzen we dat Cesarogemiddeldes naar een unieke invariante kansmaat convergeren, onder de
aannames dat de bijbehorende continue Markov-operator P voldoet aan de voorwaarden van
Stelling 5.2.5 en inderdaad een unicke invariante kansmaat p* heeft. Vervolgens bewijzen we in
Subparagraaf 6.2.3 onder dezelfde aannames dat p(supp(p*)) = 1 voor u € A. Onder alleen de
aanname van het bestaan van een unieke invariante maat laten we zien dat Pu(supp(p*)) = 1 als
p(supp(p*)) = 1 voor een kansmaat p. Hier staat supp(u*) voor de drager van p*. In Paragraaf
6.3 zien we wat er gebeurt als in Stelling 6.0.3 de metriek die afkomt van de norm van totale
variatie wordt gekozen. Zo geven we een in [18] bewezen uitbreiding van de stelling uit het
artikel [20] van Lasota, Li en Yorke. Als laatste vergelijken we in Paragraaf 6.4 de in Hoofdstuk
6 verkregen resultaten in de Dudleynorm en de norm van totale variatie.

In Hoofdstuk 7 schrijven we de in [15] gegeven constructie uit onder zo min mogelijk voor-
waarden, en bewijzen we er sterke resultaten mee met betrekking tot e-eigenschap. Zo bewijzen
we in Stelling 7.2.7 dat we voor een ergodische maat 1 met betrekking tot een reguliere en con-
tinue Markov-operator P hebben dat P de e-eigenschap heeft in ofwel p-bijna alle punten, ofwel
in geen enkel punt.



Voorkennis

In dit hoofdstuk gaan we de belangrijkste voorkennis en notatie na die benodigd zijn voor de
andere hoofdstukken.

2.1 Notatie

Stel dat S een topologische ruimte is, uitgerust met de Borel-o-algebra B(S). We schrijven
M(S) voor de reéle vectorruimte van eindige getekende Borelmaten (Engels: signed measures).
Deze ruimte bevat de kegel van eindige positieve maten, die aangeduid wordt met M™(S). Deze
verzameling bevat weer de verzameling P(S) van Borelkansmaten op S.
We schrijven BM(S) voor de verzameling begrensde en meetbare functies van S naar R. We
voorzien deze ruimte van de supremumnorm |- ||, die haar tot een Banachruimte maakt. Verder
beschouwen we Cy(.5), de reéle vectorruimte die bestaat uit alle begrensde continue functies van
S naar R. We voorzien ook deze ruimte van de supremumnorm || - ||«, die haar tot een Banach-
ruimte maakt.

De functie 1g : S — {0,1} is de indicatorfunctie van £ C S. Voor een maat p € M(S) en
een functie f € L'(S, B(S), u), schrijven we

o f) :Z/Sfdu-

Stel nu dat (S, d) een metrische ruimte is. We definiéren Lip(S,d) als de verzameling van alle
functies S — R die Lipschitz-continu zijn met betrekking tot d. Ter herinnering: een functie
f S = R heet Lipschitz-continu met betrekking tot de metriek d wanneer er een L > 0 bestaat
zodanig dat

[f(z) = fy)| < Ld(z,y) (2.1)
geldt voor iedere x,y € S. Zij f : S — R een Lipschitz-continue functie. Dan is
fle=1flra = SUP{M tx,y €S, v F# y}
d(z,y)

het kleinste getal L > 0 waarvoor Vergelijking (2.1) geldt voor iedere z,y € S. We noemen |f|r, 4
de Lipschitz-constante van f met betrekking tot d. We schrijven

BL(S) = BL(S,d) := {f € Lip(5,d) : || flloc < o0}
voor de verzameling van begrensde Lipschitz-continue functies en

IfllBL = [lflIBL.d := [lflloc + | flz.as [1flmax = [1flmax.a := max{[f]|L.a, [ flloc }
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voor f € BL(S,d). De genormeerde ruimten (BL(S), || - ||gL) en (BL(S),|| - |max) zijn beide
Banachruimtes. In Lemma 6 in [4] wordt bewezen dat de afbeelding M(S) — BL(S)* gegeven
door

M= <M7'>

een inbedding is. We kunnen dus de operatornorm van de duale ruimtes (BL(S), || - ||pL)" en
(BL(S), || - lmax)* gebruiken om M(S) te normeren. We schrijven voor u € M(S):

el = el = sup [ 11 Mlellene = lellenea := sup {1, £
FEBL(S),]|fllp<1 FEBL(S),||f llmax<1

De norm || - ||y, wordt ook wel de Dudleynorm genoemd, en || - ||pm wordt de Fortet-Mouriernorm
genoemd. De normen || - [|gp 4 en || - [[pma op M(S) zijn equivalent want voor iedere maat
p € M(S) geldt er
ullBL.a < lelleva < 2[|pllBL,g-
We schrijven ook wel M(S)gy, voor de ruimte M(S) met de door || - |- of || - ||Fm-geinduceerde
topologie. Op dezelfde manier is M™(S)gr, de beperking van de topologische ruimte M (S)gL
tot MT(S). De afsluiting van M(S)pr, in BL(S)* wordt genoteerd als M (S)gL.
De open bol met middelpunt € S en straal r > 0 is

B.(z) :={y e S:d(x,y) <r}.
De gesloten bol met middelpunt = € S en straal » > 0 is
By(z):={y € S:d(z,y) <r}.
De drager van een maat u € M™(S) wordt gegeven door
supp(p) = {x € S : u(By(x)) > 0 voor iedere r > 0}.

Als S Pools is, zie Definitie 2.2.2, dan is de drager van een maat u € M™(S) de kleinste gesloten
verzameling F' C S met u(F) = p(S). De Diracmaat in « € S schrijven we als d,. Verder kiezen
we N:={1,2,...} en Ny :={0,1,2,...}.

2.2 Definities

In deze paragraaf introduceren we de definities die we zullen gaan gebruiken.

Definitie 2.2.1 (Metriseerbaarheid). Een topologische ruimte (X, 7) heet metriseerbaar (En-
gels: metrisable) als er een metriek dx op X bestaat zodanig dat de door dx geinduceerde
topologie op X samenvalt met 7T; in dat geval wordt de metriek dx een toelaatbare metriek
(Engels: admissable metric) genoemd.

Definitie 2.2.2 (Poolse ruimte). Een metriseerbare topologische ruimte X heet een Poolse
ruimte (Engels: Polish space) wanneer X separabel is en er een toelaatbare metriek dx op X
bestaat zodat (X, dx) volledig is.

Definitie 2.2.3 (Topologisch equivalent). Twee metrieken op een verzameling X heten topolo-
gisch equivalent (Engels: topologically equivalent) als ze dezelfde topologie op X induceren.

Zij S een topologische ruimte. Wat volgt, is de belangrijkste definitie van deze scriptie,
namelijk die van de Markov-operator.

Definitie 2.2.4 (Markov-operator). Een Markov-operator op S (Engels: Markov operator on S)
is een afbeelding P : M1 (S) — M™(S) met de volgende twee eigenschappen:
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1. Voor elke maat p € M™T(S) geldt Pu(S) = u(S);

2. Voor alle A1, Ay > 0 en alle u1, o € MT(S) geldt P(Ap1 + Aopio) = M\ Pui + Ao Pps.

Voorbeeld 2.2.5. Zij T : S — S een meetbare afbeelding. Defineer T, : M*(S) — M™T(S) als
Te(p)(A) = u(T~1(A)). Dan is het makkelijk te controleren dat T} een Markov-operator op S
is. Voor € M™(S) heet Ti(p) de beeldmaat van p met betrekking tot T (Engels: pushforward
measure of p with respect to T'). De afbeelding T heet de transport-operator (Engels: transfer
operator). Via standaard methoden kunnen we inzien dat voor u € M1 (S) en f € BM(S) geldt
dat (Typ, f) = (u, f o T).

Weetje. Een interessant feitje over Andrej Andrejevitsj Markov, naar wie de term ‘Markov-
operator’ is vernoemd, is dat zijn zoon precies dezelfde naam heeft.

Definitie 2.2.6 (Variatie van een maat). Schrijf 4™ en p~ voor het positieve respectievelijk
negatieve deel van een maat p € M(S). Dan heet de maat |u| := ut + p= de variatie van p
(Engels: variation of p). Definieer de norm || - [|rv : M(S) = Rxg door [|ullrv = [p|(S). Dan
heet || - ||ty de norm van totale variatie (Engels: total variation norm). Voor pu € M(S) wordt
l]|Tv de totale variatie van p (Engels: total variation of 1) genoemd.

Opmerking 2.2.7. De genormeerde vectorruimte (M(S), || - ||Tv) is een Banachruimte en de door
die norm geinduceerde topologische ruimte wordt in het vervolg ook wel geschreven als M(.S)v.

Opmerking 2.2.8. Zij P : M*(S) — M™(S) een Markov-operator. We kunnen P uitbreiden
naar een afbeelding P : M(S) — M(S) gedefiniecerd door Py = Put — Pp~. Dan heeft P de
volgende twee eigenschappen:

1. Voor elke maat p € M(S) geldt Pu(S) = u(S);

2. Voor alle A1, A2 € R en alle py, uy € M(S) geldt ﬁ()\lm + Aou2) = Alﬁm + )\gﬁ,ug.

Als er wordt gesproken over een Markov-operator M(S) — M(S) wordt de hier besproken
uitbreiding van een Markov-operator M1 (S) — M™(S) bedoeld.

Definitie 2.2.9 (Zwakke topologie). De zwakke topologie op M(S) (Engels: weak topology on
M(S)) is de topologie op M(S) die wordt voortgebracht door de seminormen {p; : f € C(S)}
gedefinieerd door

pr(w) = ), e M(S), f e Cy(S).

Dit is per definitie de topologie met als subbasis de collectie
{{V € M(S) : pp(v—p) <e}:pe M(S), f €Cy(S),e> o}.

Het is de kleinste topologie op M(S) zodat de seminormen p¢ en daardoor ook de afbeeldingen
M(S) = R : p+— (u, f) continu zijn voor alle f € Cp(S). Als een net (p;)ier in M(S) in
de zwakke topologie convergeert naar een maat pu € M(S), dan zeggen we dat (u;)ie; zwak
convergeert naar p (Engels: (u;)ier converges weakly to ).

Per constructie convergeert een net van maten (u;);cs in M(S) zwak naar een maat p € M(S)
dan en slechts dan als ({u;, f));c; naar (u, f) convergeert voor elke f € Cy(S5).

Voorbeeld 2.2.10. Laat (zp)nen een rij in S zijn die convergeert naar een punt x € S. Dan
convergeert (0, Jnen zwak naar d,. Neem namelijk een functie f € Cp(S). Dan hebben we

TLILHOIO<590”7 = HILH;O f(xn) = f(z) = (0, f).

Definitie 2.2.11 (Invariantie). Zij P een Markov-operator op S. Een positieve Borel(kans)maat
p € MT(S) heet invariant onder P of simpelweg invariant (Engels: invariant under P of
invariant) als Py = p.

Definitie 2.2.12 (Asymptotische stabiliteit). Zij P een Markov-operator op S. Dan heet P
asymptotisch stabiel (Engels: asymptotically stable) als er een onder P invariante maat pu* € P(S)
bestaat zodat (P™u),en zwak convergeert naar p* voor iedere p € P(5).
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2.2.1 Regulariteits- en equicontinuiteitseigenschappen

Van de volgende definities zijn equicontinuiteit, regulariteit, het Markov-Feller zijn en de e-
eigenschap het belangrijkst. De rest wordt hoofdzakelijk gebruikt in Hoofdstuk 4, waar relaties
tussen de geintroduceerde concepten zullen worden besproken.

Definitie 2.2.13 (Equicontinuiteit). Laten (X,dx) en (Y,dy) twee metrische ruimtes zijn, en
zij F een familie van afbeeldingen van X naar Y. Dan heet F equicontinu in een punt xg € X
(Engels: equicontinuous in a point xg € X) als er voor iedere € > 0 een § > 0 bestaat zodat
dy (f(z), f(x0)) < € geldt voor iedere f € F wanneer x € X z06 is dat dx (z,x¢) < d. De familie
F heet equicontinu (Engels: equicontinuous) als F equicontinu is in elk punt in X.

Er is een sterkere versie van equicontinuiteit, die we slechts een enkele keer gebruiken in een
bewijs in Paragraaf 5.2.

Definitie 2.2.14 (Uniforme equicontinuiteit). Laten (X, dx) en (Y, dy) twee metrische ruimtes
zijn, en zij F een familie van afbeeldingen van X naar Y. Dan heet F uniform equicontinu op
een verzameling A C X (Engels: uniformly equicontinuous on a set A C X) als er voor iedere
e > 0 een § > 0 bestaat zodat dy (f(x1), f(z2)) < € geldt voor iedere f € F en x1,22 € A met
dx(xl,xg) < 9.

Weer is S een topologische ruimte.

Definitie 2.2.15 (Regulariteit). Een Markov-operator P op S wordt regulier (Engels: regular)
genoemd als er een operator U : BM(S) — BM(S) bestaat zodanig dat (u, U f) = (Pu, f) geldt
voor iedere f € BM(S) en u € M*(S). Als P regulier is, is de operator U uniek bepaald door
Uf(z) = (Pdg, f) voor f € BM(S),z € S, en heet U de duale van P (Engels: dual of P).

Definitie 2.2.16 (Fellereigenschappen van een Markov-operator). Een reguliere Markov-opera-
tor P op S heet Markov-Feller of simpelweg Feller (Engels: Markov-Feller of Feller) als zijn
duale Cy(S) naar zichzelf stuurt. De operator P heet sterk Feller (Engels: strong Feller) wanneer
zijn duale BM(S) naar Cy(S) stuurt. De Markov-operator P is ultra-Feller (Engels: ultra-Feller)
als de afbeelding x +— P9, van S naar M(S)y continu is.

Voor de rest van de paragraaf nemen we aan dat (.S, d) een metrische ruimte is.

Definitie 2.2.17 (Uniforme equicontinuiteit op bollen). Een Markov-operator P op S heet
uniform equicontinu op bollen (Engels: uniformly equicontinuous on balls) wanneer er voor iedere
€ > 0 een 6 > 0 bestaat zodanig dat ||P"u— P"v||§;, < € geldt voor iedere n € N en p, v € P(S)
met de eigenschap dat er een = € S bestaat met supp(u),supp(v) C Bs(z).

Definitie 2.2.18 (e-eigenschap en Cesaro-e-eigenschap). Zij P een reguliere Markov-operator
op S met duale U. Dan heeft P de e-eigenschap (Engels: e-property) als de familie {U" f },en
equicontinu is voor elke f € BL(S). De operator heeft de Cesaro-e-eigenschap (Engels: Cesaro

e-property) wanneer de familie {% Zz;é Uk f} . equicontinu is voor elke f € BL(S5).
ne

Definitie 2.2.19 (Expansiviteit). Een Markov-operator P op S heet niet-expansief (in de
| - lem,a-norm) (Engels: non-expansive) als

1Pu— Prrwa < |1 — vllema

geldt voor alle positieve Borelmaten p,v € M™T(S). Een analoge definitie geldt voor niet-
expansief zijn in de || - |5, 4~ of || - ||rv-norm.

Definitie 2.2.20 (Spectraalkloofeigenschap). Een Markov-operator P op S heeft de spectraal-
kloofeigenschap (Engels: spectral gap property) als er een C' > 0 en een 6 € (0,1) bestaan met
de eigenschap dat

[1P" = Pv|py, < CO" || —vi[py

geldt voor alle n € N en p,v € P(95).
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2.3 Maatwaardige integratie

We kijken naar twee soorten maatwaardige integratie. Eerst kijken we naar de verzamelingsge-
wijze integraal. We gebruiken de verzamelingsgewijze integraal alleen in Paragraaf 6.1 en voor
de bewijzen in Paragraaf 6.2.1. Het volgende resultaat volgt uit Proposition 3.2.3 uit [26].

Propositie 2.3.1. Zij S en S’ twee topologische ruimtes, en laat u € M(S). Zijp: S — M(S')
een afbeelding zodat de afbeelding S — R : x +— p(x)(E) meetbaar is voor iedere open verzameling
E C S’. Neem verder aan dat {||p(z)||1y : © € S} C R begrensd is. Dan definieert

v(E) = /S p(e)(E) dux), E € B(S')

een maat v € M(S’), en voor iedere f € BM(S') geldt

1= [ 6. s duta).

Definitie 2.3.2 (Verzamelingsgewijze integraal). De maat v gedefinieerd in Propositie 2.3.1 heet
de verzamelingsgewijze integraal van p met betrekking tot p (Engels: set-wise integral of p with
respect to u) en wordt geschreven als

v = /S p(x) du(z).

Lemma 2.3.3. Zij S een topologische ruimte en P : M*(S) — M™(S) een reguliere Markov-
operator. Dan hebben we verzamelingsgewijs P*u = fs P60, du(x) voor elke n € Ny en pu €
M(S).

Bewijs. Zij n € Ny en p € M(S). Schrijf U voor de duale van P. Merk op dat de verzame-
lingsgewijze integraal bestaat omdat S > x — P"0;(E) = U™1lg(x) meetbaar is voor iedere
Borelverzameling E. Voor een Borelverzameling £ C S geldt er

Pu(E) = (P16 = (1 U"Lp) = [ U1p(@)dua) = [ Po(B)an@). O

Voor de rest van de paragraaf kijken we naar de Bochnerintegraal. We gebruiken de Boch-
nerintegraal alleen voor de bewijzen in Paragraaf 6.2.1 en voor het snelle Gevolg 3.2.2.

Definitie 2.3.4 (Bochnermeetbaarheid). Laat (€2, %, 1) een maatruimte zijn, en zij X een Ba-
nachruimte met de Borel-o-algebra. Een afbeelding f : Q@ — X heet (u-)Bochnermeetbaar
(Engels: (pu-)Bochner measurable) als f bijna overal de puntsgewijze limiet is van een rij meet-
bare aftelbaar-waardige afbeeldingen. Dat wil zeggen dat er meetbare afbeeldingen fi, fo, ... van
Q naar X bestaan zodat f,(f2) aftelbaar is voor iedere n € N en

f(w) = lim f,(w)

n—oo

geldt voor p-bijna alle w € .

Definitie 2.3.5 (Bochnerintegraal). Laat (2,%, u) een maatruimte zijn, en zij (X, || - ||) een

Banachruimte met de Borel-o-algebra. Voor n € N, meetbare verzamelingen E1,...,E, € ¥, en
T1,...,2n, € X definiéren we de integraal van de simpele afbeelding f = >~ | z;1p, : Q@ — X
als

/ fdu =" u(E)x;
Q i=1
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We noemen een afbeelding f : Q — X Bochnerintegreerbaar (Engels: Bochner integrable) als
f Bochnermeetbaar is en er een rij (fy)nen van simpele, meetbare afbeeldingen van  naar X
bestaat zodat

nlggo/ﬂllf—fnllduz()-

In dat geval wordt de Bochnerintegraal van f (Engels: Bochner integral of f) gedefinieerd door
/fdu: lim fndu.
Q n—oo Q

In [26], Corollary 3.2.7 om precies te zijn, wordt het volgende resultaat bewezen.

Propositie 2.3.6. Laat S een topologische ruimte zign en p € M(S). Zij S" een Poolse ruimte.
Zigp : S = M(S) een afbeelding zodat p en p wvoldoen aan de voorwaarden in Propositie
2.8.1. Dan isp: S — M(S")pL C BL(S")* Bochnerintegreerbaar met betrekking tot u, en de
Bochnerintegraal komt overeen met de verzamelingsgewijze integraal.

Uit Lemma 2.3.3 en Propositie 2.3.6 krijgen we het volgende.

Gevolg 2.3.7. Zij S = S’ een Poolse ruimte, P een requliere Markov-operator, n € Ny, en
definieer p : S — M(S)gL door p(x) = P"S,. Zij p € M(S). Dan is p Bochnerintegreerbaar en
geldt als verzamelingsgewijze integraal en als Bochnerintegraal dat

Py = / Py dp(z) .
S

Meer over de Bochnerintegraal is te lezen in Chapter 3 van Part 1 in [12].
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Verbanden tussen verschillende topologieén op
de verzameling maten

In dit hoofdstuk kijken we eerst naar een formule die de totale variatie van een maat koppelt
aan zijn Dudleynormen. Daarna bewijzen we de Borelmeetbaarheid in de door de Dudleynorm
geTnduceerde topologie van een aantal afbeeldingen die continu zijn in de norm van totale variatie.
De volgende stelling van Dudley, Theorem 18 uit [4], geeft aan dat de zwakke topologie en de
door de Dudleynorm geinduceerde topologie overeenkomen op de verzameling positieve maten.

Stelling 3.0.1. Zij (S,d) een separabele en wvolledige metrische ruimte. De beperking van de
zwakke topologie op M(SS) tot MT(S) komt overeen met de beperking tot M™*(S) van de topologie
op M(S) gegenereerd door de equivalente normen || - |51, 4 en || - [[Fyv,a-

3.1 Relatie tussen de Dudleynorm en de norm van totale variatie

In deze paragraaf zien we interessante verbanden tussen de Dudleynorm en de norm van totale
variatie.

Propositie 3.1.1. Laat (S, d) een metrische ruimte zijn en zij p € M(S). Dan geldt

pt(s) = sup (. f), w(9)= sup (i, f)
FEBL(S),0< <1 FEBL(S),—1<£<0
en
llrv = sup (1, f) = sup (e, £
FEBL(S), | flle<1 FEBL(S), | flle<1

Uiteraard kunnen we ook

~(8) = — inf
p(S) feBL(ls%,ogfg(“’f)

schrijven.

Bewijs. Het is duidelijk dat

sup  (p, f) < sup  (ut, f) < sup [flloo - 1¥(S) < p™(S).  (3.1)
FEBL(S),0<f<1 FEBL(S),0< /<1 FEBL(8),0<f<1

We bewijzen nu de andere ongelijkheid. Kies € > 0 willekeurig. Schrijf (P, N) voor de Hahnde-
compositie van p, zodat ut = u(PN-) en = = —p(NN-). Neem zonder verlies van algemeenheid
aan dat P niet-leeg is. Omdat S metrisch is, is |u| regulier (Engels: regular). Er bestaat dus een
gesloten verzameling F° C P met de eigenschap dat

W(F) = u|(F) > |ul(P) — & = u(P) — <.

11
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Neem zonder verlies van algemeenheid aan dat F' # &. Definieer f, € BL(S) door f,(z) =
[1 — nd(:L‘,F)]Jr voor alle n € N. Dan geldt 0 < f,, < 1 voor alle n € N en lim, ,o0 fn = 1p
puntsgewijs. Uit de gedomineerde-convergentiestelling volgt nu:

sup  (, f) = lim (p, fn) = (p, 1p) = p(F) > p(P) —¢
fEBL(S),0<f<1 n—00

=put(S) —e.
Dit laat zien dat
pt(s) = sup  (u, f).
fEBL(S),0<f<1
Er volgt:
p=(S) = (—u)*(S) = sup  (—p, [) = — inf  (u, f) = sup (u, f).

FEBL(S),0<f<1 fEBL(S),0<f<1 fEBL(S),—1<f<0

Neem nu rijen (fn)nen, (gn)neny € BL(S) met 0 < f, < 1en —1 < g, < 0 voor iedere n € N
zodanig dat lim, oo (i, frn) = p(S) en limy oo (1, gn) = p~(S). Definieer h, = f, + gn voor
n € N. Dan zien we dat h, € BL(S) en ||h,|lcc <1 geldt voor alle n € N. Ook krijgen we dat

lim (u, hn) = " (S) + 4~ (S) = ||pfrv-

n—o0

Een laatste berekening dat

sup  (u, f) < sup (s )] < sup [flloo - lllrv < [lullrv
JEBL(S), I fllo <1 JEBL(S), I fllo <1 JEBL(S), |l fllo<1
rondt het bewijst af. O

Opmerking 3.1.2. Voor een metrische ruimte S en een maat p € M(S) geldt er dus

lpellrv = sup (s A en|ullpr, = sup (s -
FEBL(S),[|flloo<1 FEBL(S),||flloo+flL<1

Gevolg 3.1.3. Laat (S,d) een metrische ruimte zijn en zij p € M(S). Schrijf Uy(S) voor de
verzameling van uniform continue begrensde functies van S naar R. Dan geldt

pt(S) = sup (w, f) = sup  (u, f) = sup  (u, f),
FEBL(S),0<f<1 FEU(S),0<f<1 FECH(S),0<f<1
po(S) = sup (w, f) = sup (w, f) = sup (s f)
FEBL(S),~1<f<0 FEUL(S),—1<F<0 FECH(S),~1<£<0
en
lpllry = sup (w, f) = sup (o, ) = sup (s, f)
FEBL(S),||f o<1 FEULS), I fllso<1 FECHS) I flle<1
= sup (i, £ = sup (i, £ = sup (i, £
FEBL(S),||fll0<1 FEULS), I fllso<1 FECH(S) I fllse<1

Bewijs. De ongelijkheden de ene kant op zijn duidelijk wegens Propositie 3.1.1 en de inclusies
BL(S) C Uy(S) C Cy(S). De ongelijkheden de andere kant op verkrijgen we door berekeningen
zoals die in Vergelijking (3.1). O

Definitie 3.1.4 (Half-continuiteit). Zij S een topologische ruimte. Een functie f : S — R
heet half-continu van boven (Engels: upper semi-continuous) als {x € S : f(z) < a} open
is voor iedere a € R, en f heet half-continu van beneden (Engels: lower semi-continuous) als
{z € S: f(z) > a} open is voor iedere a € R.

12
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Gevolg 3.1.5. Zij (S,d) een metrische ruimte. De functies M(S)pr, — R gedefinieerd door
= pt(S), s u(S) en p— ||pllrv zin alle half-continu van beneden. In het bijzonder zijn
de drie functies Borelmeetbaar.

Bewijs. Definieer g : M(S)pr, — R door g(u) = u*(S). Vanwege Propositie 3.1.1 geldt er:

g(w) = sup  (u,f), peM(S).
JEBL(5),0<f<1
Schrijf I = {f € BL(S) : 0 < f < 1}. Definieer de continue functie gy : M(S)pr, — R door
gr(p) = (u, f) voor f € I. We hebben nu per definitie dat g = supc; gf. Omdat de gy, f € I,
continu zijn, is ¢ half-continu van beneden. De functie p — p=(S) is de som van g met de
continue afbeelding p — —u(S) = (p, —1) en is daarom ook half-continu van beneden. Net zo
is de functie p — ||p|lrv = pt(S) + 1 (S) half-continu van beneden als som van functies die
half-continu van beneden zijn. O

Stelling 3.1.6. Zij S een Poolse ruimte en schrijf Dg wvoor de verzameling van toelaatbare
metrieken d op S zodat (S, d) volledig is. Er geldt:

lullrv = sup ||pllBy -
deDg
Bewijs. Laat d een toelaatbare metriek op S zijn, en zij f € BL(S,d) zodat || f|gLqa < 1. Dan
zien we dat

[{1s £ </S|f!d|u| </S||f|!ood|u| < [ul(S) = llpllrv-

Dit bewijst dat |[u[|rv > supgepg ll1lBL q-

We bewijzen nu de ongelijkheid ||ufTv < supgepy [|pll5, 4- Omdat S metriseerbaar is, bestaat
er wegens Gevolg 3.1.3 een 1ij (fn)nen € Cp(S5) zodat || fnllee < 1 voor alle n € N en |[u|Ty =
limy, 00 (pt, frn). Kies een metriek d € Dg. Definieer nu f,, := (n — 1) f,,/n en de metriek d,, door

dn(z,y) = max(d(az,y)mm(@ - ‘)

voor n € N. Dan is d,, een element van Dg voor elke n € N, omdat (S,d,) dezelfde convergente
rijen als (.5, d) heeft wegens de continuiteit van fn, volledigheid van ( dpn), n € N, komt van de
ongelijkheid d,, > d. Ook hebben we voor iedere n € N dat }fn /n zodat f, € BL(S,d,)

en Hf”HBL,dn = ‘]?”‘L,dn + Hf”Hoo < 1. Maar dan volgt dat

L4, <

n—1
sup ||pllpL.qg > SUPHMHBL dn = SUP (s fn>‘ > hm — (s fo)| = [l
deDg n

Dit bewijst de stelling. O

Opmerking 3.1.7. Op soortgelijke wijze kunnen we voor een metriseerbare topologische ruimte
X en een getekende maat p € M(X) bewijzen dat

[12llTv = sup{||pl[5L. 4 : d is een toelaatbare metriek op X}.

3.2 Een aantal meetbaarheidsresultaten

We werken in meerdere lemma’s toe naar Stellingen 3.2.8 en 3.2.9.

Lemma 3.2.1. Zij (S,d) een metrische ruimte. De afbeelding M(S)pr, — R gedefinieerd door
w— (u, f) is Borelmeetbaar voor iedere begrensde en Borelmeetbare functie f : S — R. In het
bijzonder is de afbeelding M(S)pr, — R gedefinieerd door p — w(E) = (u, 1g) meetbaar voor
alle Borelverzamelingen E C S. Hier krijgt M(S)pL de Borel-o-algebra.
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Bewijs. We gebruiken de functionale versie van de monotone-klassenstelling, zie bijvoorbeeld
Theorem 2.12.9(i) in [2]. We nemen

H = {f begrensd en meetbaar : u — (u, f) is meetbaar},

een deelverzameling van de verzameling functies van S naar R, en Ho = BL(S). Omdat p +—
(i, f) continu is voor f € BL(S), volgt dat Ho C H. We vinden dan ook dat 1 € H. Definieer
voor f € BM(S) de functie F : M(S)p, — R door Fr(u) = (u, f). Het is duidelijk dat H een
vectorruimte is. Om te bewijzen dat H gesloten is in de genormeerde vectorruimte van begrensde
functies met norm || f||c := sup,cg | f(z)|, nemen we een rij (f,,)nen € H en een begrensde functie
f: S — Rzodat limy, 00 || fn— flloo = 0. Dan ligt f in BM(.S). Omdat (fy,)nen uniform begrensd
is, convergeert (F fn)neN puntsgewijs naar Iy wegens de gedomineerde-convergentiestelling. Dus
Fy is meetbaar, oftewel f € H. Kies nu een stijgende, uniform begrensde rij (fn)nen € H
van niet-negatieve functies, en laat f := lim, . f, puntsgewijs. Dan hebben we weer dat
f € BM(S) en dat Fy, — Fy puntsgewijs door de gedomineerde-convergentiestelling. Dus FY is
meetbaar en f € H. Het is duidelijk dat Hy gesloten is onder vermenigvuldiging. Dus H en Hg
voldoen aan (i) van Theorem 2.12.9 uit [2|. Hieruit volgt dat #H alle begrensde functies bevat die
meetbaar zijn met betrekking tot de kleinste o-algebra £ over S zodat elke f € Hy E-meetbaar
is. Duidelijk is dat &€ C B(S). Neem B C S open. Dan zit de functie f : S — R gedefinieerd
door f(x) = min(d(x, B¢),1) in Ho. Maar dan geldt er dat

B=f1((0,1)) € €.

Dus £ C B(S) bevat alle open verzamelingen. We concluderen dat & = B(S) en dat u +— (u, f)
meetbaar is voor iedere begrensde en Borelmeetbare functie f : .S — R. Ul

Gevolg 3.2.2. Voor een Poolse ruimte S is de identiteit M(S)pr, — M(S)pL, Bochnermeetbaar.
Bewijs. Dit volgt direct uit Proposition 3.2.4 in [26]. O]

We brengen de volgende definitie in herinnering, en we werken vervolgens met Lemma’s 3.2.4,
3.2.5 en 3.2.6 toe naar Stelling 3.2.8.

Definitie 3.2.3 (Algebra). Een algebra op een verzameling Q0 (Engels: algebra on a set ) is een
familie A van deelverzamelingen van Q zodat @ € A, Q\ A€ Avooralle Ac Aen AUB€c A
voor alle A, B € A.

Lemma 3.2.4. Zij (S, d) een separabele metrische ruimte en laat D C S een aftelbare verzameling
zign die dicht ligt in S. Dan is de aftelbare familie

]::{BT(IE) :$6D7T€Q7T>O}

van deelverzamelingen van S een basis voor de topologie op S. Verder genereert F de Borel-o-
algebra van S, dat wil zeggen dat o(F) = B(S).

Bewijs. We bewijzen eerst dat F een basis is voor de topologie van S. Zij U C S open. Kies
voor iedere y € U een ¢, > 0 zodat B. (y) C U en een z, € D zodat d(zy,y) < £,/3. Dan geldt
dat y € B, 3(zy) C Be,(y) C U voor alle y € U. Definieer

D'={zeD:eriseeny € U zodat z, = z}.

Kies voor elke z € D’ een stijgende rij (r,,(x))nen € Q van strikt positieve rationale getallen
zodat lim,, o0 7 (x) = sup{e, /2 : y € U, z, = x}. We zien nu:

U= U BEy/Q(xy) = U U Bz—:y/2(x) = U Bsup{z—:y/Q:yEU,a:y:x}(x) = U U Brn(z)(x)

yelU zeD’ yeUxy=x zeD’ zeD’ neN

Dit bewijst dat F inderdaad een basis vormt voor de topologie op S. Dus o(F) C B(S) bevat
alle open verzamelingen. Het volgt dat o(F) = B(S). O
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Lemma 3.2.5. Zij (S,d) een niet-lege separabele metrische ruimte. Laat D C S een aftelbare
verzameling zijn die dicht ligt in S. Neem

F={By(z):z€ D,r€Q,r >0}

en laat A de aftelbare algebra zign die door F gegenereerd wordt. Dan geldt voor iedere yu € M(S)
en E € B(S) dat pt(E) = supea p(ANE).

Bewijs. 7Zij E € B(S) en u € M(S). Laat (P,N) een Hahndecompositie voor u zijn. Kies
e > 0 willekeurig. Omdat (E,d|g) metrisch is, is |u| beperkt tot B(E) regulier (Engels: regular).
Er bestaat dus een rij (Oy,)nen van open verzamelingen in S om PN E € B(E) heen zodat
limy, o0 |4|(On, N E) = |u|(P N E). Aan beide kanten van de vergelijking pu(P N E) aftrekken
geeft —pu((On NE)\ (PNE)) — 0, zodat u(On, N E) — p(PNE). Kies n € N zodanig dat
(O, NE) — u(PNE)| <e/2. Wegens Lemma 3.2.4 bestaan er Ay, Ag,... € F C A met de

eigenschap dat | J;2; A; = O,,. In het bijzonder hebben we limy_, o0 1t (Ule AN E) = u(OpNE).

Kies k € N zodat met A = Ule A; € Ageldt dat |[u(ANE) — u(O, N E)| <e/2. Dan vinden we
met de driehoeksongelijkheid dat |u(ANE) — u(P N E)| < e. Maar dan krijgen we: u(PNE) <
p(ANE)+e. Gezien € > 0 willekeurig gekozen was, volgt er dat pu(P N E) < supgey p(ANE).
Omdat sup e g p(ANE) < u(PNE), zien we dat p™(E) = u(PNE) =supgea p(ANE). O

Lemma 3.2.6. Zij (S,d) een separabele metrische ruimte. Voor elke E € B(S) zijn de functies
M(S)BL — R gegeven door p+— pt(E), p+— p=(E) en p > |u|(E) alle Borelmeetbaar.

Bewijs. Als S leeg is, is de uitspraak triviaal. Neem dus aan dat S # @. Kies E € B(S)
vast. Wegens Lemma 3.2.5 is er een aftelbare algebra A C B(S) op S met de eigenschap
dat ut(F) = supgeq p(A N E) geldt voor alle p € M(S). Definieer de verzameling A" door
A ={ANE:Ae A} C B(S). Het volgt dat p"(E) = sup e u(A4) voor alle p € M(S).
Definieer voor A € A’ de afbeelding Fy : M(S)p, — R door Fa(u) = p(A) en definieer
F : M(S)pL — R door F(u) = p™(E). Dan is F4 meetbaar voor elke A € A" wegens Lemma
3.2.1. Omdat A’ aftelbaar is, zien we nu dat F' = sup,c 4 Fa4 ook meetbaar is. De functie
p— pu~ (E) is als som van de meetbare functies yu — p*(F) en u — —u(E) ook meetbaar. En
net zo is de functie pu +— |u|(E) als som van de meetbare functies y + u™(E) en p— p~ (E) ook
meetbaar. O

Opmerking 3.2.7. Gevolg 3.1.5 geeft zelfs dat de functies van Lemma 3.2.6 half-continu van
beneden zijn als £ = S. In het algemeen zijn ze echter niet half-continu van beneden. Neem
bijvoorbeeld S = [0,1], E = {0} en de rij maten (pin)nen = (81/5)nen. Dan hebben we 1.t (E) < 0
voor alle n € N. Echter,

(1im un)+(E) — (5o)HE) =1>0.

n—oo

Dus {u € M(S)pL : p*(E) < 0} is niet gesloten, waaruit volgt dat {u € M(S)pL : u™(E) > 0}
niet open is. We concluderen dat M(S)gr, — R : g+~ pT(E) niet half-continu van beneden is.

Stelling 3.2.8. Zij (S, d) een separabele metrische ruimte en f : S — R een begrensde meetbare
functie. Dan zijn de functies M(S)grL — R gegeven door p— (u™, f), u— (u=, f) en p
(||, f) alle Borelmeetbaar. In het bijzonder zijn voor elke E € B(S) de functies M(S)pr, — R
gegeven door p— pt(E), p— p~ (E) en u s |p|(E) Borelmeetbaar.

Bewijs. De laatste uitspraak is exact Lemma 3.2.6. Definieer F,; : M(S)g1, = R voor g € BM(S5)
door Fy(p) = (u*, g). We bewijzen dat Fy meetbaar is via de standaard machinerie. Als f een
indicatorfunctie is, dan is het duidelijk dat Fy meetbaar is door Lemma 3.2.6. Meetbaarheid in
het geval dat f een simpele functie is, volgt nu eenvoudig aangezien een lineaire combinatie van
meetbare functies weer meetbaar is. Stel nu dat f > 0. Neem een stijgende rij (fn)nen van niet-
negatieve simpele functies zodat lim,, . f, = f puntsgewijs. Dan hebben we Fy = lim,, o F,
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puntsgewijs door de monotone-convergentiestelling. Maar de Fy,, n € N, zijn meetbaar, dus
Fy is ook meetbaar. Voor willekeurige begrensde meetbare f : S — R is het nu duidelijk dat
Fy = Fy+ — Fy- meetbaar is. Nu zien we ook dat de functie M(S)p, — R gedefinieerd door
p— (u=, f) als som van de meetbare functie u + (u™, f) met de wegens Lemma 3.2.1 meetbare
functie p — —(u, f) meetbaar is. Dus p +— (|u|, f) is meetbaar, omdat het de som is van de
meetbare functies p — (™, f) en p— (u*, f). O

Stelling 3.2.9. Zij (S, d) een separabele metrische ruimte en f : S — R een begrensde meetbare
functie. Schrijf M(S)y voor de topologische ruimte M(S) met de zwakke topologie. Dan zijn de
functies M(S), — R gegeven door p— (™, f), p— (u™, f) en w (||, f) alle Borelmeetbaar.
In het bijzonder zijn voor elke E € B(S) de functies M(S), — R gegeven door p — p*(E),
p— p (E) en p— |u|(E) Borelmeetbaar.

Bewigs (schets). Lemma 3.2.1 geldt ook als we M (S)gy, vervangen door M(S),,: het bewijs gaat
op dezelfde manier met de verzameling Hop = C(S) in plaats van BL(S). Lemma 3.2.6 is dan
ook waar als we M (S)pr, vervangen door M(S),,. Het bewijs is vrijwel hetzelfde, met als enige
verschil dat we het net genoemde resultaat gebruiken op de plek in het bewijs waar Lemma 3.2.1
wordt gebruikt. Nu volgt de stelling via hetzelfde bewijs als dat van Stelling 3.2.8. O
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Verdieping in het concept van
Markov-operatoren

In dit hoofdstuk zien we verbanden tussen verschillende eigenschappen van Markov-operatoren
zoals geintroduceerd in Paragraaf 2.2.1 en geven we voorbeelden. Als laatste kijken we in Para-
graaf 4.3 naar Markov-operatoren op dichtheden, de soort Markov-operatoren die in bijvoorbeeld
[20] wordt gebruikt.

Eerst geven we een aantal resultaten over maten in het algemeen die handig zullen zijn in het
vervolg. De portmanteaustelling, zie Theorem 8.2.3 in 2], geeft een karakterisatie voor zwakke
convergentie.

Stelling 4.0.1 (Portmanteaustelling). Stel dat S een metrische ruimte is. Zij (p;)icr een net in
P(S) en p € P(S). Dan zijn equivalent:

1. (ui)ier convergeert zwak naar pu;
2. Voor elke gesloten verzameling F' C S geldt lim sup; i (F') < p(F);
3. Voor elke open verzameling U C S geldt liminf; pi;(U) > u(U).

Wanneer p en de p;, i € I, eindige positieve maten zijn met lim; p;(S) = p(S), dan zijn 1., 2.
en 3. nog steeds equivalent.

De volgende stelling is Theorem 3.2 uit [14].

Stelling 4.0.2. Stel dat (S,d) een volledige en separabele metrische ruimte is. Laat (fn)nen C
M(S) een rij zijn met sup,, |pnllTv < 00. Als de 1ij ({in, f))nen voor iedere f € BL(S)
convergeert, dan bestaat er een p € M(S) zodanig dat ||pn, — pl|g, — 0 als n — oo.

Het volgende resultaat is Lemma 2.3.6 uit [26] en zullen we vaak in voorbeelden gebruiken.
Lemma 4.0.3. Als (S,d) een metrische ruimte is, dan geldt

2d(z,y)

102 — 6yllBL,a = T4 dz.y) < min(2,d(z,y))

voor alle x,y € S.
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4.1 Regulariteitseigenschappen van Markov-operatoren

Lemma 4.1.1. Zij U de duale van een requliere Markov-operator P op een topologische ruimte S.
Dan is U een lineaire operator op (BM(S), ||||c), en geldt ||U||oc = 1 voor de operatornorm ||U ||so
van U. Daarenboven is U positief, dat wil zeggen: voor alle niet-negatieve functies f € BM(S)
hebben we U f > 0.

Bewijs. Voor iedere f,g € BM(S) en a,b € Ren z € S geldt
Ulaf +bg)(x) = (2, U(af + bg)) = (Pbz, af + bg) = a(Pdq, f) + b(Pde, g) = alU f(x) + bUg(z).
Dit bewijst dat U lineair is. Verder geldt er voor iedere f € BM(S):
1U flloo = sup |U f(z)| = sup {0z, U f)| = sup [(Pdy, [)]
z€S z€S z€S
= sup

/fdP(Sx
zeS|JX
< oo

Dit laat zien dat U hoogstens norm 1 heeft. Daarnaast hebben we 1g € BM(S) en ||1g|loc = 1,

maar ook
/ 14dPs,
S

Dit bewijst dat ||U]|coc = 1. Als laatste hebben we voor f € BM(S) niet-negatief dat

< sup/ |f| dPdy
X

z€eSs

=1.

lULs||co = sup |Ulg(x)| = sup [{Pd,, Lg)| = sup
zeS zeS zeS

Uf(x) = (Pé,, f) 20, z€S.
Dit bewijst de laatste eigenschap van U. O

We herinneren aan Definitie 3.1.4 voor de definitie van half-continuiteit. Wat volgt is een
aantal equivalente karakterisaties voor de verschillende Fellereigenschappen van een Markov-
operator.

Propositie 4.1.2. Stel dat S een separabele en wolledige metrische ruimte is, en laat P :
MT(S) = M™T(S) een reguliere Markov-operator zijn met duale U. Dan zijn equivalent:

1. P is Feller,

2. Voor iedere f € Cy(S) is de functie S — R gedefinieerd door x — (P, f) ook continu en
begrensd;

3. De afbeelding S — M(S)pL gedefinieerd door x — Pd, is continu;

4. De afbeelding x — Po,(O) van S naar R is half-continu van beneden voor iedere open
verzameling O C S;

5. P: MT(S)pL — MT(S)BL is continu;

6. De afbeelding x — P6,(C) van S naar R is half-continu van boven voor iedere gesloten
verzameling C C S;

7. Voor iedere f € BL(S) is de functie S — R gedefinieerd door x w— (Pdy, f) een element
van Cy(S);

8. U beeldt BL(S) af in Cy(S).

Bewiys.
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1. <= 2. Duidelijk wegens de gelijkheid (Pd,, f) = (6, U f) = Uf(z) voor z € Sen f € Cy(S5).

1. = 5. Stel dat P Feller is. Neem een rij maten (piy,)nen in M™(S) en een maat u € M™(S)
zodat lim, oo i, = p in BL(S)*. Wegens Stelling 3.0.1 geldt dat (up)nen ook zwak
convergeert naar p. Maar ook geldt voor elke functie f € Cp(S) dat U f € Cy(S5), zodat:

(Phn = Py, f) = lim (pi, — p, Uf) = 0.

Dus (P )nen convergeert zwak naar Pu. Stelling 3.0.1 geeft ons nu dat lim, oo Pp,, = Pu
ook geldt in || - ||, In andere woorden, P : M™(S)g, — M™(S)gy, is continu.

lim
n—oo

5. = 3. De afbeelding F' : S — M(S)pr gedefinicerd door F(z) = ¢, is continu wegens
Lemma 4.0.3. Nu is de afbeelding S — M(S)p1, gedefiniecerd door x — PJ, simpelweg de
samenstelling van de twee afbeeldingen P en F. Als P : M*(S)p, — M™(S)pL, continu
is, dan is x — PJ,; dus ook continu.

3. = 4. Neem aan dat x — P¢, continu is in de |- ||, -norm. Zij a € R, en zij O C S een open
verzameling. We moeten bewijzen dat A = {x € §: Pd;(O) < a} gesloten is. Laat daartoe
(Zn)nen €en rij in A zijn met x,, — x voor een zekere x € S. Dan geldt per aanname dat
limy, o Pdy, = P6, geldt in de || - || -norm, en daarmee geldt het ook in de zwakke
topologie. Maar dan volgt uit de portmanteaustelling dat Pd,(O) < liminf,, Pd,, (O) < a.
Dus x is een element van A, wat bewijst dat A gesloten is.

4. = 6. Duidelijk uit de waarneming dat 1 — f half-continu van boven is als f, en daarmee
ook f — 1, half-continu van beneden is.

6. = 2. Stel dat de afbeelding = +— Pd,(C) half-continu van boven is voor iedere gesloten
verzameling C' C S. Kies zg € S en een 1ij (2 )nen met z, — xg. Zij C C S gesloten, en
zije > 0. Danis {x € S : P0,(C) < Pd,,(C) + e} > xp open. Er bestaat dus een open
omgeving U van xo met P, (C) < Pd,(C) + € voor alle z € U. Er volgt dat

lim sup Py, (C) < Pog,(C) +&.

Omdat ¢ > 0 willekeurig gekozen was, zien we hieruit dat limsup,, Pd,, (C) < Py, (C).
Uit de portmanteaustelling volgt dat (Pd,),cy zWak naar Pdy, convergeert. In andere
woorden: voor iedere f € Cy(S) hebben we lim,, o0 (Pdy,,, f) = (Pdzy, f). Omdat z
(Pdy, f) sowieso begrensd is door ||f||s voor f € Cy(S), zijn we klaar.

2. = 7. Duidelijk.
7. = 8. Duidelijk wegens de gelijkheid (Pd,, f) = (3, Uf) = Uf(x) voor z € S en f € BL(S).

8. = 1. Neem aan dat U(BL(S)) C Cy(S). Kies z € S en een rij (zn)neny met limiet x
willkeurig. Voor iedere f € BL(S) convergeert de rij

(<P5xna f>)neN = (<5:cn7 Uf))nEN = (Uf(xn))neN

naar U f(z) = (Pd,, f) per aanname. Verder hebben we sup,, ||Pd,, [|Tv = 1 < oo, dus
Stelling 4.0.2 geeft ons een maat v € M(S) zodanig dat lim,_,« ||Pdz, — V|5, = 0. We
vinden voor elke f € BL(S) dat

<P5£I:7f> = nlggo<P5znvf> - <V7 f>

Dus ||[v — Pd,|f5;, = 0 en v = Pé,. Dus lim,, o0 Pdy, = Pd; in de Dudleynorm. Wegens
Stelling 3.0.1 geldt de convergentie ook in de zwakke topologie. Daarom krijgen we nu voor
iedere f € Cy(S):

lim Uf(z,) = li_}m (05, Uf) = li_>m (Poy, , f) = (Pdyg, ) = (0, Uf) = U f(x).

n—o0

Dus U stuurt Cy(S) naar zichzelf. O
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Propositie 4.1.3. Stel dat S een topologische ruimte is, en laat P : M (S) — M™(S) een
requliere Markov-operator zijn met duale U. Dan zijn equivalent:

1. P is sterk Feller;

2. Voor iedere f € BM(S) is de functie S — R gedefinieerd door x — (Pd,, f) continu en
begrensd;

3. De afbeelding S — M(S) gedefinieerd door x — P&, is continu als M(S) de topologie krijgt
die wordt gedefinieerd door de familie seminormen {py : f € BM(S)} zoals in Definitie
2.2.9, waar we Cy(S) door BM(S) vervangen;

4. Voor iedere Borelverzameling E C S is de afbeelding S — R gedefinieerd door x +— P, (E)
continu.

Bewijs.

1. <= 2. Duidelijk wegens de gelijkheid (Pd,, f) = (0,,Uf) = Uf(x) voor z € S en f €
BM(S).

2. = 3. Duidelijk.

3. = 4. Neem aan dat 3. waar is en zij E € B(S). Per constructie van de in 3. gedefinieerde
topologie is de afbeelding F' : M(S) — R gedefinieerd door F'(u) = (i, L) = p(F) continu
met betrekking tot die topologie vanwege 15 € BM(SS). In het bijzonder is de samenstelling
van F' met de continu veronderstelde afbeelding S — M(S) : x — P§, continu.

4. = 1. Stel dat de afbeelding S — R gedefinieerd door x — Pd,(E) = Ulg(z) continu
is voor elke Borelverzameling £ C S. We hebben dus dat Ul g continu is voor iedere
Borelverzameling £ C S. Hieruit vinden we dat U f continu is voor alle simpele functies f
op S. Zij f € BM(S). Wegens Lemma 2.1.8 uit [2| bestaat er een rij (fy)nen van simpele
functies die uniform naar f convergeert. Dan volgt:

Dus (U fn)nen is een rij continue functies die uniform naar U f € BM(S) convergeert. We
concluderen: U f € Cp(S). Dit bewijst dat P sterk Feller is. O

Propositie 4.1.4. Laat P een reguliere Markov-operator op een metrische ruimte (S, d) zijn met
duale U. Dan zign equivalent:

1. P is ultra-Feller;

2. De familie {x — (Pdy, f) : f € BM(9),||fllcc < 1} van afbeeldingen van S naar R is
equicontinu;

3. De afbeelding S — M(S)1v gedefinieerd door x — Pd, is continu;

4. De familie {x — Pé,(E) : E € B(S)} van afbeeldingen van S naar R is equicontinu.
Bewigs.
1. <= 3. Dit is waar per definitie.

1. = 2. Stel dat P ultra-Feller is. Zij g € S. Kies § > 0 zodat ||Pd; — Pdg,|Tv < € wanneer
d(xz,x0) < d. Dan geldt voor iedere x € S met d(z,x0) < J, en voor iedere f € BM(S) met
[ flleo <1 dat

[(Poz, [) = (PO, [)| = [(Péz—Pda,, f)| < |Péz— Py, [lTv-[|fllec < [[Pdz— Pz, [lTv <.
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2. = 4. Dit volgt uit het feit dat
{x — P, (E): E€B(S)} ={x— (Pdy,1g): E € B(S)}
een deelverzameling is van {x — (Pd,, f) : f € BM(S), || flleo < 1}.

4. = 1. Als {z — Pé,(E) : E € B(S)} equicontinu is, dan geldt voor iedere xo € S dat

lim [|[Pdy — Pogy|lrv < lim 2 sup |Pdoy(E) — Pdy,(E)| = 0. O
T—T0 Tr—x0 EGB(S)

Opmerking 4.1.5. Merk de gelijkenissen op van de punten 1., 2., 3. en 4. tussen de Proposities
4.1.2,4.1.3 en 4.1.4.
De volgende stelling is Theorem 1.6.6 uit [8].

Stelling 4.1.6. Stel dat S een Poolse ruimte is. Het product van twee Markov-operatoren op S
die sterk Feller zign, is ultra-Feller.

Zoals de benaming doet vermoeden is de eigenschap ultra-Feller sterker dan de eigenschap
sterk Feller, die zelf weer sterker is dan de eigenschap Feller. Dit zien we onder andere terug in
Propositie 4.1.7.

Propositie 4.1.7. Stel dat (S,d) een separabele en volledige metrische ruimte is. Zij P een
requliere Markov-operator op S met duale U. Dan geldt:

1. Als P wultra-Feller is, dan is P sterk Feller;

2. Als P sterk Feller is, dan heeft P de e-eigenschap;

3. Als P de e-eigenschap heeft, dan heeft P de Cesaro-e-eigenschap;
4. Als P de Cesaro-e-eigenschap heeft, dan is P Feller.

Bewigs.

1. Dit volgt direct uit Proposities 4.1.3 en 4.1.4.

2. Stel nu dat P sterk Feller is. Zij f € BL(S), en kies z¢ € S willekeurig. We moeten bewijzen
dat {U" f }nen, equicontinu is in zg. Als f = 0, dan zijn we klaar, dus neem aan dat f # 0.
Zij € > 0. Neem 01 > 0 20, dat |f(z) — f(zo)| < £/3 geldt wanneer d(z,zo) < §;. Wegens
Uf € Cy(S) kunnen we verder d2 > 0 z06 kiezen, dat |U f(z) —U f(z0)| < /3 geldt wanneer
d(z,m9) < 62. Uit Stelling 4.1.6 volgt dat P? = PP ultra-Feller is. Dus de afbeelding
S — M(S)Ty gedefinieerd door x + P2§, is continu. Er bestaat dus een 3 > 0 zodat
| P25, — P26, || Tv < /(3] flloo) geldt wanneer d(z, 1) < &3. Definieer § := min{dy, da, 93}
Dan geldt voor iedere x € S met d(z,z¢) < ¢ en alle n € Ny dat

U f(x) = U f(wo)| < [f(2) = fzo)| + |[Uf(x) — Uf(o)] +sup [U" f(x) = U™ f(o)]

< S+ S sup (0, — Gug, US|
3 3 n>2
2e 2 2 n
= — +sup (P, — P0.,,U" )|
3 >0
2e n 2 2
= — +sup de(P 53:_P5:E0)
3 >0
2e n 2 2
< 3 3w U flloo - [ P20 = PPog, [l1v
n>0
2e €
< — +sup || flloogim—
3 T I ooy
=ec.

Dit bewijst dat P de e-eigenschap heeft.
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3. Duidelijk.

4. Stel als laatste dat P de Cesaro-e-eigenschap heeft. Dan is U f een continue en begrensde
functie voor iedere f € BL(S). Uit Propositie 4.1.2 volgt dat P Markov-Feller is. O

In zekere zin is de Cesaro-e-eigenschap de zwakste tot nu toe gedefinieerde equicontinuiteits-
eigenschap van een reguliere Markov-operator.

Propositie 4.1.8. Stel dat (S,d) een separabele en volledige metrische ruimte is. Zij P :
MT(S) = MT(S) een reguliere Markov-operator. Dan zijn de volgende witspraken waar:

1. Als P niet-expansief is, dan is P uniform equicontinu op bollen;

2. Als P uniform equicontinu op bollen is, dan heeft P de e-eigenschap.

3. Als P de spectraalkloofeigenschap heeft, dan heeft P de e-eigenschap;
Bewsys.

1. Neem aan dat P niet-expansief is. Zij ¢ > 0. Kies § = ¢/4. Laten zg € S en pu,v € P(S)
met supp(p),supp(v) C Bs(zg) willekeurig gekozen zijn. Zij f € BL(S) met ||f|lpL < 1.
Dan geldt |f(x) — f(zo)| < ¢ voor alle z € Bs(xp). Dus

[t — b f) Vf £ (o) dp(z)| =

_/ fla) - mwm>/ §du(z) = 6
Bs(xo) Bs(z0)
=c/4.

/ f(z) — f(zo) du(x)
Bs(xo)

Het volgt dat || — 04[5, < €/4. Net zo vinden we ||v — 04 || 551, < €/4, zodat ||p—v||E, <
£/2. Nu krijgen we voor n € N:

1P = Pl < [P~ Pl < i — il < 2 — vy, <25 =e.

N ™

2. Neem nu aan dat P uniform equicontinu op bollen is. Zij f € BL(S) niet-nul en neem
zo € S. Kies ¢ > 0 willekeurig. Kies vervolgens 6 > 0 zodat |[|[P"u — P"v||j, < /|| f|lBL
geldt voor iedere n € N en p,v € P(S) met supp(u),supp(v) C Bs(xp). Dan geldt voor
x € S met d(z,z9) < d en voor n € N dat

n n n n T Y23 * 9
|U™ f(2)=U" f(w0)| = [{P"6x—P" 62y, £)| < | fIIBL||P"00— P 0y || 551, < HfHBL'm:

Dus P heeft de e-eigenschap.

3. Stel nu dat P de spectraalkloofeigenschap heeft, en kies C' > 0 en 6 € (0,1) zodat ||[P"u —
Pv|f, < CO™|p — v, geldt voor iedere n € N en p,v € P(S). Zij f € BL(S). Dan
geldt voor xg € S:

sup [U" f(z) — U" f(z0)| = sup [(P"6e — Py, )| < sup CO" |62 — daollBr - I flIBL
ne ne

neN
2d($ 330) T—x0
< C||0z — s, |IT =C——— 0.
< Ol = byl o = O gt s 1 o, =22
Er volgt dat {U™f : n € N} equicontinu is, dus P heeft de e-eigenschap. O
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4.2 Voorbeelden van Markov-operatoren

In deze paragraaf zien we zeven voorbeelden van Markov-operatoren.

Voorbeeld 4.2.1. We bekijken eerst vijf korte voorbeelden.

1. Niet iedere Markov-operator is regulier. Dit concrete voorbeeld komt uit [26]. Neem
S = [0,1] met de Euclidische metriek en laat A de Lebesgue-maat op [0, 1] zijn. Wegens
de decompositiestelling van Lebesgue bestaat er voor iedere maat p € M™(S) een unieke
decompositie p = pg + ps met pg < A en ps L A, Definieer P : MT(S) — M™(S) door

Pp = pa(S)A+ ps.

Het is makkelijk te controleren dat P een Markov-operator is. Echter, P is niet regulier.
Neem namelijk een kansmaat u € P(S), verschillend van A, die absoluut continu is ten
opzichte van \. Kies E € B(S) zodat u(E) # A(E). Voor z € S geldt Pd, = 6. Nu volgt:
als P regulier is met duale U, dan hebben we

Pu(E) = ME) £ u(E) = [ 6:(B)dutz) = [ Poa(E) dua)
~ [ V1) dute) = [ 150 aPua) = PuE).

Dit is een tegenspraak, dus P is niet regulier. De operator P is in het algemeen niet
ultra-Feller omdat voor x # y in S geldt dat [|[Pd; — Péy||rv = ||6z — 6yl|Tv = 2.

2. Zij S een metrische ruimte. De identiteit I op M™(S) is Markov-Feller, want zijn duale U

is de identiteit op BM(S). Hieruit zien we ook dat I in het algemeen niet sterk Feller is.
Voor x # y in S hebben we ||0; — d,]|Tv = 2, dus de atbeelding x — Pd, : S — M(S)Tv
is niet continu als S een ophopingspunt heeft. In dat geval is de identiteit op M™(S) dus
niet ultra-Feller.
De families {U"f : n € N}, {% ZZ;& Ukf:ne N} = {f} zijn equicontinu in elk punt voor
elke functie f € BL(S), dus I heeft de e-eigenschap en de Cesaro-e-eigenschap. Om te zien
dat I equicontinu op bollen is, kies ¢ > 0 willekeurig. Neem § := ¢/2, en laat € S. Zij
f € BL(S) met || f|lsL < 1. Dan geldt |f(z) — f(y)| < d(z,y) < § voor y € Bs(x). Er volgt
voor n € N en u,v € P(S) met supp(u),supp(v) C Bs(z) dat

(I”M—I”v,f>=/

Bs ()

fy)du(y) — / f(y)dv(y)

Bs(zx)
< /Bé(x) f(z) +ddu(y) —/Bé(x)f(w) —odv(y)
-2

en op soortgelijke wijze (I — I"v, f) > —26, waaruit volgt dat [(I"u — I"v, f)| <25 =«
en |[I"p — I"v||g, < e. Dus I is uniform equicontinu op bollen.

Het is duidelijk dat I niet-expansief is, en dat I niet de spectraalkloofeigenschap heeft
wanneer S minstens twee punten heeft.

3. Zij S een metrische ruimte. Voor T': S — S met T' = s € S is de transport-operator T
van T Feller, sterk Feller en ultra-Feller. Uit Voorbeeld 2.2.5 weten we al dat U : f +—
foT = f(s) de duale van Ty is. De duale voert BM(S) in Cy(S) over en daarom is T
Markov-Feller en sterk Feller. Verder kunnen we zien dat x — 1,0, = ds continu is in de
|| - [[Tv-norm, waaruit volgt dat T, inderdaad ook ultra-Feller is.

Merk op dat {U™f : n € N}, {%ZZ;& Ukf:ne N} C {f,z — f(s)} beide equicontinu
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zijn, waaruit volgt dat T de (Cesaro)-e-eigenschap heeft. Zij € > 0. Voor elke p,v € P(S5)
volgt:
1T — Tevlpr = [10s — 0sllpL = 0 <e.
Hieruit krijgen we dat T} uniform equicontinu op bollen is.
Voor twee maten u,v € M™(S) hebben we ook

[ Tep = Tavllenm = [|1(S)ds = v(S)sllem = [(S) = v(S)] < |l = vi[em-

We zien dus dat T niet-expansief is. Voor een natuurlijk getal n € N en twee kansmaten
w,v € P(S) geldt er

1T 1 = Tivllpr, = 105 — dsllpL = 0 < (1/2)" | — vllpr,
dus T heeft de spectraalkloofeigenschap.

4. Niet iedere reguliere Markov-operator is Markov-Feller. Beschouw bijvoorbeeld de trans-
port-operator T, voor een niet-continue meetbare afbeelding T : S — .S, met S C R. Dan
is Ty wel regulier, met duale f — f o T, maar niet Feller, want de continue identieit op S
wordt door de duale van T, gestuurd naar de niet-continue afbeelding T'. Uit Proposities
4.1.7 en 4.1.8 zien we dat hieruit volgt dat T} niet de (Cesaro)-e-eigenschap heeft, niet sterk
Feller of ultra-Feller is, en ook niet equicontinu op bollen is en dat T} niet niet-expansief
is of de spectraalkloofeigenschap heeft.

5. Neem S = [0,1] en laat A de Lebesgue-maat op [0, 1] zijn. Definieer P : M*(S) — M™(9)
door Py = p/2 4+ p(S)A/2. Het is makkelijk om te controleren dat P inderdaad een
Markov-operator is. Ook zien we voor n € N en pu € P(S) dat P =2""p+ (1 —27")A.
Voor n € N en p,v € P(S) vinden we dus:

[P — Prvllp, = 27w — 27" vl[pr, = 27"l — v|[BL-

Er volgt dat P niet-expansief is, en dat P de spectraalkloofeigenschap heeft. Merk op dat
de duale U van P gegeven wordt door

U () = (Poo, f) = (50/2+ N2, ) = f(2)/2 + / fdr/e.

In het bijzonder is P regulier en Markov-Feller, maar niet sterk Feller of ultra-Feller. Uit
Proposities 4.1.7 en 4.1.8 zien we dat P uniform equicontinu op bollen is en dat P de
(Cesaro)-e-eigenschap heeft.

Voorbeeld 4.2.2. Wat volgt, is een uitgewerkt niet-triviaal voorbeeld van een Markov-operator met
de spectraalkloofeigenschap. Zij 6 € (0,1). Neem z € (1, (3 — ) /2]. Definieer S = [0,1]U{z} en
geef S de standaardmetriek. Schrijf p1 = u(-N10,1]) voor p € M*(S). Definieer P : M1 (S) —
M™*(S) door

P(p) = P(p1 + ady) = O0pr + pa(0,1])(1 — 0)dp + ad1, waar a = u({z}).
Merk op dat P Markov-Feller is met duale U : BM(S) — BM(S) gedefinieerd door

- £(1) als r = z;
Uf(r) = {9f($)+(1_9)f(0) als z € [0, 1].

Dan is P niet niet-expansief in de || - |5, -norm, want

2(z—1)

2
PS, — P&||5 = |16; — 05, — (1 — o= (1— — ol =(1—0)- 2> 7/
P8 = Pl = 1 — 66— (1= O)dulln, = (1= 0)51 —doll = (1-0) - 5> 5 =

= (16 — d1llr-
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Echter, P heeft wel de spectraalkloofeigenschap. We gaan namelijk laten zien dat er een
C > 0 bestaat zodanig dat

HPn:u‘_PnVHEL SCv&n”:u’_]/”*BLv M,VEP(S),TIGN

Zij f € BL(S) met || f|lgr, < 1. Het is duidelijk dat U f begrensd is door 1. We laten zien dat
U f Lipschitz-continu is met Lipschitz-constante |U f|r, < 2/(z —1). Neem z,y € S. Als z en y
in [0, 1] zitten, dan volgt dat

UF (@)~ Uf()| =01 (x) — F()] < blz — 9] < | — 3.

Als z € [0,1] en y = z, dan hebben we:

2
U (@) = U L) = 105() + (L= 0)f(0) = FV] S2= =l —y] < le .
Dus ) O
10l = U flloo + U flz < 14 —= = 2=
z—1 z—1

Het volgt dat er een C' > 0 bestaat zodat
[P — Pr|gr < COllp—vpL

geldt voor alle y, v € P(S). We kunnen bijvoorbeeld C' = (2 +1)/(z — 1) - #~! nemen, want dan
krijgen we voor u,v € P(S):

z—1 .
101 )| < 0ol vl

Pu— Pv||gp, = co -
Pa=Polln = s col(n-n i

fEBL(S),[|fllBrL<1
We zijn dus klaar als we bewijzen dat
|P" i — Pyl < 07| Pu— Pyl pv e P(S),neN.

Omdat de drager van Py voor elke maat p € P(S) bevat is in [0, 1], voldoet het om te bewijzen
dat
[1P" 1 — Pv|lpy < 60" — vy

geldt voor n € N en p, v € P(S) met supp(u),supp(v) C [0,1]. Neem dus n € N en p,v € P(S)
met supp(u),supp(v) C [0,1]. We hebben Pu = 60u + (1 — 6)dp. Het volgt dat

1P i — Pyl = [|P" ™ (0p + (1 = 0)d0) — P"~H (8 + (1 = 0)do) I, = 0I1P" i — Pl
= 0"l — vlgr

Voorbeeld 4.2.3. Dit voorbeeld is van Klaudiusz Czudek en staat in [15]. Neem

1
met de standaardmetriek en laat T : S — S gegeven worden door
T0)=T(1)=0 en T(1/n)=1/(n—1) voor n > 2.

Dan is de transport-operator T, asymptotisch stabiel met invariante maat u* = dy, maar heeft
T, niet de e-eigenschap. Merk op dat p* inderdaad een onder T, invariante maat is, want voor

A € B(S) hebben we

Tio(A) = 6o(T1(A)) = {1 als 0 € T (A); _ {1 als 0 = T(0) € A; _ ().

0 anders, 0 anders,
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De duale U van T, wordt gegeven door

0 als x =0, 1;
Uf(z) = f(T(z)) = {?( )1

—1) als x = L voor zekere n > 2.
n— n

Merk op dat P dus Markov-Feller is. We zien met behulp van inductie dat

f(0) alsxG{O, ,2,...,%};

1 1 k e N.
f<fk) als © = - voor zekere n > k + 1,

n

Ut f(x) :{

Om te bewijzen dat T} asymptotisch stabiel is, kiezen we f € C(S) niet-nul en g € P(S) en
bewijzen we dat (P"u, f) — (do, f) = f(0). Zij € > 0. Definieer a,, := p({1/n}) voor n € N en
ap = p({0}), zodat

oo
= apdy + Z an51/n.
n=1
Omdat p een kansmaat is, moet er gelden dat ag + > .-, a, = 1. Dit staat ons toe om een
N € N te kiezen zodanig dat

N 00
L—ag—=Y an= Y an<e/(2[f]o)-
n=1

n=N+1

Nu berekenen we voor k > N:

kau, f)- f(@)) = <a050 - ianal/n, ka> — f(0)

n=1

— laot*5(0 —i—ZanUk (2)+ > awrts(2)-s0

n=N-+1

o0

= |aof(0 +Zanf + Y a"kaGL)_f(O)

n=N+1

N
q
/\
—
s
[
1=
S
N——
+
=[]
S

< I f lloo 57— + Z an|[flloo < 5 +||f||oo

n=N-+1

2||f||oo 2HfHoo

=¢&.

We concluderen dat lim,, oo (P"u, f) = (0o, f). Dat bewijst dat T asymptotisch stabiel is met
invariante maat dg.

Om te bewijzen dat T} niet de e-eigenschap heeft, laten we zien dat {U" f } ,en niet equicontinu
is in 0 voor f € BL(S) gedefinieerd door f(s) = s. We hebben namelijk voor iedere § > 0 een
k € N met [1/k — 0| < ¢ zodat:

ilég!U"f(l/k) —U"f(0)| = ZgglU”f(l/k)l =[f()]=1.

Dit bewijst dat {U™f},en niet equicontinu is in 0, waaruit volgt dat T, niet de e-eigenschap
heeft.

Dit voorbeeld is belangrijk omdat asymptotische stabiliteit het hebben van de e-eigenschap
impliceert onder een aantal zwakke aannames, zoals de aanname dat het inwendige van supp(u*)
niet-leeg is. Zie hiervoor Gevolg 7.2.3 of Hoofdstuk 7 in het algemeen.
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4.3 Markov-operatoren op dichtheden

De aanleiding van de komende Hoofdstukken 5 en 6 is het artikel ‘Asymptotic periodicity of
the iterates of Markov operators’ van Lasota, Li en Yorke [20]. We proberen de resultaten
van dat artikel in Hoofdstuk 6 te generaliseren naar bijvoorbeeld Markov-operatoren waar de
verzameling van eindige getekende maten de Dudleynorm krijgt. In het artikel wordt gesproken
over Markov-operatoren op dichtheden.

Definitie 4.3.1 (Markov-operator op dichtheden). Zij (X,X, 1) een maatruimte, waar p een
o-eindige, niet-negatieve maat is. Een lineaire operator P : L'(X, ¥, u) — L' (X, %, i) wordt
een Markov-operator op dichtheden op X (Engels: Markov operator on densities on X)) genoemd
als de volgende twee eigenschappen gelden voor elke f € LY(X, %, ) met f > 0:

1. Pf>0;
2. [P fllpr = £z
Opmerking 4.3.2. Eigenschap 2. in Definitie 4.3.1 geeft voor f € L1(X, %, i) dat
IPflle = 1P(F) = POF)pr < 1P e + 1Pz = 1 e + 17z = (1]l

Voor meer informatie over Markov-operatoren op dichtheden, zie [21] of [6]. Markov-operatoren
zijn in zekere zin uitbreidingen van Markov-operatoren op dichtheden.

Lemma 4.3.3. Zij S een topologische ruimte, v € P(S) en L. (v) := {u € M(S) : p < v}.
Dan zijn de vectorruimtes L*(v) = L'(S,B(S),v) en L., (v) isometrisch isomorf via de afbeelding

L'v) = LY (v): f— (A > / fdy>.
A
Hier rusten we L. (v) uit met de norm van totale variatie.

Bewijs. Wegens de stelling van Radon-Nikodym is de gegeven afbeelding bijectief. Zij f € L(v),
en definicer 1 € L}, (v) door u(A) = [, f dv. Dan hebben we

pr(S) = sup{u(A) : A e B(S)} = /Sf]l{f>0} dv en p=(5)= /S_f]l{f<0} dv,
zodat
pllrv = ™ (S) + 1= (S) :/Sf]l{f>0} dV+/S—fﬂ{f<o} dVZ/S\fIdV= £l 2t ()

Dit bewijst dat de afbeelding inderdaad een isometrie is. O

Propositie 4.3.4. Zij S een topologische ruimte en v € P(S). Laat P : M*(S) — M*(S)
een Markov-operator zijn en breid hem wit naar een lineaire afbeelding P : M(S) — M(S) door
P(p) = P(ut) — P(u™). Als Pv < v, dan is de beperking van P tot L} (v) = {p € M(S) : p <
v} gezien als afbeelding op L*(S,B(S),v) een Markov-operator op dichtheden op S.

Bewijs. Stel dat Pv < v. Schrijf L'(v) = LY(S,B(S),v) en noem P’ : L'(v) — L'(v) de
beperking van P tot L. (v) = {u € M(S) : p < v} gezien als afbeelding op L'(v). Een
codomein van P’ is inderdaad L!(v) wegens Corollary 4.3.3 uit [26]. Het is duidelijk dat P’
linear is. Laat nu f € L'(v) niet-negatief. Definicer p € M™(S) door u(A) = [, fdv. Dan
volgt: P'f = @. Maar Pu € M™(S), zodat P'f > 0. Verder geldt er wegens Lemma 4.3.3 dat

dPu
1P fls = H H

— |Pullry = Pu(S) = / fdv=fl

Dit bewijst dat P’ inderdaad een Markov-operator op dichtheden op S is. OJ
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Het volgende resultaat is Theorem 1.1 uit [20].

Stelling 4.3.5. Beschouw de L'-ruimte L' (X, %, 1) voor een o-eindige positieve maat pn op een
een meetbare ruimte (X,YX). Schrijf || - || voor de L*-norm op LY(X,%, ). Zij P een Markov-
operator op dichtheden op X. Neem aan dat er een compacte verzameling F C LY(X, X, )
bestaat zodat lim, o infyer [|[P"f — g|| = 0 geldt voor alle f € LY (X,X,u) met f > 0 en
lfll = 1. Dan bestaan er niet- negatieve functies gi1,...,g, van norm 1 en begrensde lineaire
functionalen \1,..., N\ : LY(X, 3, u) — R zodanig dat

A P”(J“ZM )H = lim ||\ P"f — ZA Janw|| =0, feLNXZ,p),
i=1
voor een zekere permutatie o van {1,...,r} met Pg; = Ja(i) vOOT T =1,...,T

Een Markov-operator op dichtheden P als in Stelling 4.3.5 heet asymptotisch periodiek,
omdat P"f voor elke f € L'(X, X, 1) in de limiet periodiek is met orde gelijk aan de orde van a.
Het bewijs van Stelling 4.3.5 voor het geval pu(X) < oo en P1 = 1 gaat via zogenaamde atoms
in de algebra van nice sets, waarvan wordt bewezen dat er maar eindig veel zijn. Daaruit wordt
dan verkregen dat er ook slechts eindig veel gi,..., g, nodig zijn in Stelling 4.3.5. Merk met
behulp van Propositie 4.3.4 de gelijkenis op van de aanname in Stelling 4.3.5 en de eerste van
de twee aannames in Stelling 6.0.3. Komornik en Thomas hebben Stelling 4.3.5 uitgebreid naar
een stelling over Markov-operatoren, zie bijvoorbeeld [18] en Stelling 6.3.6.
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Insnoering in equicontinue discrete dynamische
systemen

De iteraties van Markov-operatoren kunnen gezien worden als discrete dynamische systemen op
de ruimte van kansmaten, positieve maten, of zelfs getekende maten. In dit hoofdstuk bekijken
we de asymptotiek van algemene discrete dynamische systemen, waarbij we telkens de twee
aannames als in Propositie 5.1.6 zullen doen. In Hoofdstuk 6 spitsen we onze aandacht toe op
Markov-operatoren. Zoals gezegd in Paragraaf 4.3 zijn Hoofdstukken 5 en 6 gebaseerd op het
artikel [20] van Lasota, Li en Yorke, waar wordt gewerkt met asymptotische periodiciteit. In
Hoofdstukken 5 en 6 werken we met het begrip asymptotische compactheid, zie Definitie 5.1.1,
dat we zien als een andere vorm van asymptotisch gedrag.

In Paragrafen 5.1 en 5.2 werken we toe naar een van de belangrijkste stellingen van deze scrip-
tie: Stelling 5.2.5. In die stelling komt een zogenoemde compacte, metriseerbare, topologische
groep voor. We onderzoeken dergelijke groepen in Paragraaf 5.3.

Voor een verzameling S en een afbeelding ¢ : S — S hanteren we soms de schrijfwijze
©" = po...op voor de n-voudige samenstelling van ¢, en px := p(x), waar n € Nen z € S.
Dat doen we enerzijds om alvast de vergelijking met groepswerkingen te maken, en anderzijds
om een teveel aan haakjes te voorkomen.

5.1 Asymptotische compactheid

In deze paragraaf definiéren we wat asymptotische compactheid betekent en bewijzen we er drie
resultaten over. Het begrip komt uit de dynamischesysteemtheorie, zie bijvoorbeeld Section 2.3.1
uit [24].

Definitie 5.1.1 (Asymptotische compactheid). Zij (.S, d) een metrische ruimte en laat ¢ : S — S
een afbeelding zijn. Dan heet ¢ asymptotisch compact op een verzameling E C S (Engels:
asymptotically compact on E) wanneer de rij (¢™"x,),cy een convergente deelrij heeft voor
iedere twee rijen (zp)nen in E en (my)pen in N met lim,,_, o m,, = oo.

Voorbeeld 5.1.2. Het is niet zo dat asymptotische periodiciteit asymptotische compactheid im-
pliceert. Hier vatten we asymptotische periodiciteit op als in Stelling 4.3.5. Beschouw bijvoor-
beeld het half-oneindige interval S = [0,00) met de standaardmetriek samen met de afbeelding
@ : S — S die we definiéren door ¢(z) = x/2. Dan hebben we lim,_, ¢z = 0 voor alle x € S.
In het bijzonder is ¢ asymptotisch periodiek. Echter, ¢ is niet asymptotisch compact op S, want
voor &, = 4" en my, = n, n € N, zien we dat (¢""zy),cy = (2"),en geen convergente deel-
rij heeft. Wegens de stelling van Bolzano-Weierstrass is ¢ wel asymptotisch compact op iedere
begrensde verzameling £ C S.
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Definitie 5.1.3 (Insnoerende verzameling). Zij (S,d) een metrische ruimte en ¢ : S — S
een afbeelding. Een verzameling K C S heet een insnoerende verzameling voor ¢ (Engels:
constrictive set for o) als lim, o d(¢"x, K) = 0 geldt voor elke z € S.

Definitie 5.1.4 (Kuratowskimaat van niet-compactheid). Laat S een metrische ruimte zijn en
zij E C S. De Kuratowskimaat van niet-compactheid van E (Engels: Kuratowski measure of
noncompactness of E) wordt geschreven als k(F) en is gedefinieerd als

k(E) :=inf{d : E wordt overdekt door eindig veel verzamelingen met diameter kleiner dan d},

waar inf @ = oo.

De volgende propositie is één kant van de discrete versie van Proposition 7.4.6 in [13]. Om-
dat dat document niet publiekelijk beschikbaar is, wordt het lemma hier voor de volledigheid
nogmaals bewezen.

Propositie 5.1.5. Zij (S,d) een volledige metrische ruimte en ¢ : S — S een afbeelding. Laat
E C S en veronderstel dat

li "(E) ] =0.
| U ) =o

Dan is ¢ asymptotisch compact op E.

Bewijs. Neem zonder verlies van algemeenheid aan dat E niet-leeg is. Kies een rij natuurlijke
getallen (my,)nen met m, — oo als n — oo, en een rij (z,,)neny € E. Definieer y,, := @™ (zy,)

voor n € N. Er bestaat een kg € N zodat ’{(Unzko gp"(E)) eindig is. Het volgt dat (U, >, ¥"(E)

begrensd is. Neem zonder verlies van algemeenheid aan dat m; > kg en dat (my,),en niet-dalend
is. Definieer voor n € N de verzameling

E, = U ok (E).
k>n

Dan zijn de E,, n € N, niet-leeg, gesloten en begrensd voor n > m;. Verder is (Ey)nen dalend,
dat wil zeggen dat E,41 C E,, voor n € N. Bovendien hebben we y,, € E,,,, voor alle n € N en

Kk(En) =k U OB | =20

wegens Lemma 22.2(4) in [24]. Lemma 22.2(6) in [24] geeft nu het bestaan van een convergente
deelrij (Yn, )ken van (Yn)nen. O

Propositie 5.1.6. Laat (S, d) een volledige metrische ruimte zign en zij o : S — S een afbeelding.
Neem verder de volgende twee uitspraken aan.

1. Er bestaat een compacte insnoerende verzameling K C S wvoor ¢;
2. De verzameling van afbeeldingen {¢" : n € N} is equicontinu in elk punt van K.
Dan is ¢ asymptotisch compact op K. Is ¢ continu op S, dan is {¢™ : n € N} equicontinu op S.

Bewijs. Neem zonder verlies van algemeenheid aan dat S niet-leeg is. Vanwege Propositie 5.1.5

voldoet het voor asymptotische compactheid om te bewijzen dat limy_ oo & Unzk "MK )) =0.
Merk op dat ”(Unz e P (K )) daalt in k. Het voldoet daarom te bewijzen dat voor iedere r > 0
geldt dat H(UnZN go"(K)) < 4r voor een zekere N € N. Zij hiertoe r > 0. Omdat {¢" : n € N}
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equicontinu is in elk punt van K, bestaat er voor elk punt z € K een straal 0 < d(x) < r zodanig
dat d("z, ¢"y) < r/2 voor iedere y € S met d(z,y) < d(z) enn € N. Nuis { By, (z) : v € K}
een open overdekking van K. Wegens compactheid bestaan er [ € N en z1,...,2; € K zodat
K C Uiﬁ:l Bj(z;)(xi). Kies vervolgens N € N zodat d(y"x;, K) < r/2 geldt voor i = 1,...,l en
n > N. Neem nu x € K willekeurig. Kies i € {1,...,l} zodat d(z,x;) < d(z;). Dan volgt voor
n > N dat

A"z, K) < d(¢"z,o"x;) + d(¢"x;, K) <71/2471/2 =T

Zij n > N. Dan bestaat er een y € K zodat d(¢"x,y) < r. Er bestaat ook een j € {1,...,[}
met d(xj,y) < d(z;) <r. Dusd(¢"z,z;) < 2r. Het volgt dat >y 9" (K) C Uézl Bg,(z;). Dus

H(UnzN cp”(K)) < 4r.

Neem nu aan dat ¢ continu is op S. Zij x € S gegeven en kies € > 0 willekeurig. Kies voor
iedere z € K een 0(z) > 0 zodat sup,cn, d(¢©"y, ¢"2) < €/2 geldt voor alle y € S met d(y, z) <
30(z). Gebruikmakend van de compactheid van K mogen we n € N en zy,...,z, € K kiezen
zodat K C (i Bs(g,) (). Definieer § := minj<j<, 6(x;). Neem N € N zodat d(pNz, K) < 4.
Dan is er een i € {1,...,n} zodat ™z € Bys(,) (). Wegens equicontinuiteit hebben we
d(pN+mz, M a;) < /2 voor iedere m € Ny. Kies nu &' > 0 zodat d(p’z, ply) < min(e, §(z;))
voor j=1,...,Neny € S met d(z,y) <?¢. Laat y € S met d(z,y) < ¢’. Dan volgt direct dat
d(pz, ply) < e voor j =1,...,N —1. We hebben ¢y € Bss(z,)(i). Dus voor iedere m € Ng
geldt er

d(gpm+Ny, g0m+Nx) < d(gpm+Ny, gpmxi) + d(gpm+Nac, gomxi) <e/2+¢e/2=¢.
Dus d(¢™y, ¢™x) < € voor iedere m € N. Het volgt dat {¢™ : n € N} equicontinu is in x. O

Opmerking 5.1.7. Propositie 5.1.6 geeft een criterium voor het aantonen van de equicontinuiteit
van de verzameling iteraties van een continue afbeelding op een volledige metrische ruimte.

Het volgende resultaat is gebaseerd op Lemma 23.1(2) uit [24].

Lemma 5.1.8. Laat (S,d) een metrische ruimte zijn en zij ¢ : S — S een afbeelding. Neem aan
dat ¢ asymptotisch compact is op een verzameling E C S. Dan is de w-limietverzameling

w(E):={x € S : er bestaan (nk)ken C N, (zx)keny € E zodat ni, — 0o en p"*xp, — v}

compact en er geldt p(w(F)) = w(E). Verder trekt w(E) de verzameling E uniform aan, dat wil
zeggen sup,ep d(p" v, w(E)) = sup,cpinfyc g d(@"r,y) — 0 als n — oo. Als E niet-leeg is,
dan is w(E) ook niet-leeg.

Bewijs. Het feit dat w(E) niet-leeg is als E niet-leeg is, is een direct gevolg van de definitie van
asymptotische compactheid. Om compactheid te bewijzen, kies een rij (v, )nen in w(E). Wegens
de definitie van w(E) bestaan er voor elke n > 1 een u,, € E en een my,, > n zodat d(vy, """ u,) <
1/n. Asymptotische compactheid geeft ons deelrijen (vy, )ken, (Un, )ken € (My, )ken zodat v :=
limg 00 ™"k Uy, bestaat. Per definitie geldt v € w(E). Dan hebben we duidelijk limy_, o vy, =
v € w(F), dus w(F) is (rij)compact. Het is duidelijk uit de definitie van w(F) dat p(w(E)) =
w(E).

Om te bewijzen dat w(E) de verzameling E uniform aantrekt, nemen we aan dat w(E) de
verzameling F niet uniform aantrekt. Dan is er een zekere € > 0 zodat voor n € N geldt
dat d(¢™xy,w(FE)) > € voor zekere z, € E en m, > n. Asymptotische compactheid geeft
nu deelrijen (2, )ren en (may, Jren zodat (@™, ), oy convergeert in S. Maar dan zit x :=
limy 00 """k 2y, in w(E), dus in het bijzonder geldt er ¢ < limsupy,_,, d(¢""* 2y, ,w(E)) = 0.
Dit is een tegenspraak, dus w(F) trekt E wel uniform aan. O
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5.2 Isometrieén op compacte verzamelingen

Stelling 5.2.1 en Gevolg 5.2.4 zijn gebaseerd op onvoltooid en ongepubliceerd werk van Maja
Ziemlaniska, dat zelf weer geinspireerd is door een aantal bewijzen in [22]. Voor topologische
ruimtes A en B schrijven we C(A, B) voor de verzameling continue afbeeldingen van A naar .
Is A compact en is d een metriek op B, dan definiéren we de supremum-metriek do, op C'(A, B)

door dus(p, V) = sup,e 4 d(p(x), ¢ (x)).

Stelling 5.2.1. Laat (A, d) een compacte metrische ruimte zijn en zij p : A — A een surjectieve
afbeelding zodanig dat {¢™ : n € N} equicontinu is op A. De afsluiting van {¢" : n € N} in
(C(A, A),ds) is compact en bestaat uit surjectieve afbeeldingen. Is Id de identiteit op A, dan is
er een stijgende rij (ng)ren van natuurlijke getallen zodat limy_,oo @™ = Id met betrekking tot
deo. Bovendien geldt voor de met d topologisch equivalente metriek d 4 op A gedefinieerd door
da(z,y) = suppen, A"z, ¢"y) dat ¢ : (A, da) — (A,da4) een isometrie is.

Bewijs. We laten zien dat d en d4 topologisch equivalent zijn. Laat (z,),en een rij in A zijn.
Stel dat limy, o0 zn, = = geldt in (A, d4) voor een zekere z € A. Merk op dat

n—oo

d(xn,z) < da(zp,x) — 0.

Stel omgekeerd dat lim,,_o x,, = x geldt in (A, d) voor een zekere = € A. Zij € > 0. Vanwege
equicontinuiteit bestaat er een § > 0 zodat d(pFz,*y) < £/2 geldt voor k € Ny wanneer
d(x,y) < 6. Verder is er een N € N met d(zy,x) < § voor elke n > N. Maar dan hebben we
voor n > N dat
d(xp,x) = sup d(gpkxn,gpkx> <g/2<e.
keNg
Dus lim;, 00 , = x in (A, d4). Dit bewijst dat d en d4 inderdaad topologisch equivalent zijn.

Door een veralgemeniseerde stelling van Arzela-Ascoli, zie bijvoorbeeld Theorem 47.1 in [23],
weten we dat de afsluiting van {¢™ : n € N} in (C(A, A),ds) compact is.

Merk op dat {p* : k& € Ny} equicontinu is op de compacte verzameling A, waaruit volgt
dat {¢* : k € No} uniform equicontinu is op A. Een gevolg hiervan is dat de metriek d Ao
op C(A, A) gedefinieerd door dgo(f,g) = sup,e4da(f(x),g(x)) topologisch equivalent is met
doo. Neem namelijk een rij (f)nen in C(A, A) die in de metriek do, convergeert naar een zekere
afbeelding f € C(A, A). Zij e > 0. Kies § > 0 z6 dat d(pFz, ¢*y) < £/2 voor iedere k € Ny en
z,y € Amet d(z,y) < 0. Neem N € N zodanig dat d(f,(z), f(z)) < ¢ geldt voor iedere x € A
en n > N. Het volgt voor n > N dat

daco(fus f) = sup sup d(" fu(@), " f(2)) /2 <.
zeA keNg

Met andere woorden: lim,,,~ fn = f met betrekking tot de metriek d 4,... Andersom is het door
de ongelijkheid doo < d 400 duidelijk dat een rij (fy,)nen naar f convergeert in (C'(A, A), dx) als
hij met betrekking tot d 4 - naar f convergeert.

We gaan nu bewijzen dat de afsluiting van {¢" : n € Ny}, in dos of dg 0, uit surjecties
bestaat. Neem een stijgend rijtje natuurlijke getallen (ng)gen, en stel dat limg_,o ™ = f in
(C(A, A),dx) voor een zekere f € C(A,A). Kies y € A willekeurig. Omdat ¢™ surjectief is
voor iedere n € Ny, kunnen we een rij (xf)ken in A vinden zodat " xp = y voor iedere k € N.
Wegens compactheid bestaat er een deelrij (xy,)ien die convergeert in (A, d4) naar, zeg, x € A.
Maar dan hebben we:

dA(f(fE),y) - llirgo d_A(QOnkll',QOnkll'kl) S llif{olo dA(xaxkl) = 0.

Dus f(z) =y en f is surjectief.
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Schrijf Id voor de identiteit op A. Laat (m;);en een stijgende rij natuurlijke getallen zijn zodat
g = lim;_,o0 ™ bestaat in (C(A, A),dx). Dit is mogelijk want de afsluiting van {¢"™ : n € N}
is compact. Neem nu (1) := 1, n := my en definieer voor j € N inductief

i(j+1) :==min{i € N:i >i(j),m; —nj > j},nfy = mygi).

Dan geldt er n ; —n’ > j voor alle j € Nen is (n});en een deelrij van (m;);en. De afsluiting van

{gpn;”rl_"ﬂ 1] € N} is compact. Er bestaat dus een deelrij (ji)ren zodat f = limg_,o gpn;k“*n;k
bestaat met betrekking tot do. Zij y € A. We weten al dat g surjectief is, dus er bestaat een
x € Amet g(x) =y. Dan volgt uit uniforme convergentie dat

y=g(x) = lim "tz = lim "+ (90“3% :v) = f(9(2)) = f(y).

k—o0 k—o0

Dus f =1d, en (ng)ken := (n;‘ﬁl — n;»k>k€N is een stijgende rij natuurlijke getallen met

lim gOnk = lim ¢n;k+1_n;k =1Id
k—o00 k—o0
in (C(A,A),ds).

Nu kunnen we eenvoudig bewijzen dat ¢ isometrisch is ten opzichte van d4. Neem een
stijgende rij (ng)ren natuurlijke getallen zodat limy_,o ™ = Id met betrekking tot do,. Dan
geldt limg_,o ™2 =z in (A,d4) voor elke z € A. Er volgt voor z,y € A:

da(z,y) = Jim da(™x, " y) < da(x, ey) < da(z,y),

en daarmee d4(¢z, py) = da(x,y). Met andere woorden: ¢ is een isometrie met betrekking tot
de metriek d 4. O

Voor het volgende resultaat hebben we de notie van een zogenaamde topologische groep
nodig.

Definitie 5.2.2 (Topologische groep). Een groep G met een topologie wordt een topologische
groep (Engels: topological group) genoemd als de productafbeelding G x G — G : (g, h) — gh en
de inversie G — G : g — g~ ! continu zijn. Hier wordt G x G uitgerust met de producttopologie.

Lemma 5.2.3. Zij (A, d) een compacte metrische ruimte en schrijf G voor de groep van homeo-
morfismes van A naar A met samenstelling als groepsoperatie. Geef G de topologie die wordt
geinduceerd door de supremummetriek doo. Dan is G een topologische groep.

Bewijs. Zij (fn)nen, respectievelijk (gn)nen, een rij homeomorfismes A — A die uniform conver-
geert naar f, respectievelijk g. Dan convergeert (fy, © gn)nen uniform naar fog. Dit bewijst dat
de productafbeelding G x G — G continu is. We bewijzen nu dat lim, o f, ' = f~! uniform
om te bewijzen dat de inversie continu is. Voor n € N vinden we:

doo (fr 1 f71) = supd(fy M), (@) = sup d(z, f7H(fal@))).

zeA

Het is duidelijk dat deze laatste term naar 0 gaat als n — oo, omdat (f~! o f,)nen uniform naar
f~lo f =1d, de identiteit op A, convergeert. O

Gevolg 5.2.4. Laat (A,d) een compacte metrische ruimte zijn en zij ¢ : A — A een surjectieve
afbeelding zodanig dat {©™ : n € N} equicontinu is op A. Zij G de afsluiting van {¢™ : n € N}
in (C(A,A),ds). Dan is G een compacte en abelse topologische groep met samenstelling als
groepsoperatie die bestaat uit isometrische homeomorfismen voor de metriek d 4 wit Stelling 5.2.1.

33



Hoofdstuk 5. Insnoering in equicontinue discrete dynamische systemen

Bewijs. Uit Stelling 5.2.1 krijgen we dat G uit surjecties bestaat en dat G compact is. Ook
krijgen we dat ¢ een isometrie is voor d4. Neem nu f € G en een stijgend rijtje (ng)ren zodat
f=limg_ 00 ¢ in (C(A, A),ds). Dan geldt limy_, o ¢ x = f(z) in (A,dy4) voor elke z € A.
Er volgt voor z,y € A:

da(f(z), f(y)) = lim da(¢™z, "™ y) = da(z,y).

Dus f is ook een isometrie. Het volgt dat f : A — A een isometrische bijectie is voor d_4. Omdat
A compact is, volgt direct dat f een homeomorfimse is. De verzameling G bestaat daarom uit
isometrische homeomorfismes voor de metriek d 4.

We hoeven nu alleen nog maar te bewijzen dat G een abelse topologische groep is. Eerst
laten we zien dat G een groep is. Voor N € N en een rij (ng)ren van natuurlijke getallen hebben
we, als limy_,00 @™ bestaat, dat oV limy_,eo @™ = limy_y00 @V ™ € G. Voor f € G hebben
we dus oV f € G voor elke N € N. Voor f € G en een rij natuurlijke getallen (n;)ren zodat
limy_, o "™ bestaat, volgt er nu:

< lim gp"k>f = klim " f e G.
—00

k—o0

Dus G is gesloten onder samenstelling. Volgens Stelling 5.2.1 is er een stijgende rij (ng)ken
natuurlijke getallen zodat limy_,, ©"™* = Id. Dan volgt dat

e l=¢ ! lim "™ = lim ™! e G.
k—o0

k—oo

Omdat G gesloten is onder samenstelling hebben we ook ™" = (™) € G. Beschouw de
topologische groep G’ van homeomorfismen A — A met de door dy geinduceerde topologie.
Wegens Lemma 5.2.3 is G’ inderdaad een topologische groep, dus inverteren is continu. Het
volgt dus voor een element f = limy_,, ™ in G dat

f71 = lim (™)™ = lim o ™ € G.
k—o0

k—o0

Dus G is ook gesloten onder het nemen van inversen. We concluderen dat GG een ondergroep is
van G’. Het volgt dat G zelf een topologische groep is.

Als laatste laten we zien dat G abels is. Neem f = limy_ .o ¢™ en g = lim;_, "™ in G.
Voor N € N hebben we

oNg =" lim o™ = lim V™ = lim ™Y = gV .
l—00 =00 =0
Er volgt dat
fg= (lim go”k>g = lim ¢ g = lim gp™* =g lim ¢"* = gf.
k—00 k—o00 k—o00 k—o00
Dit rondt het bewijs af. O
We kunnen Propositie 5.1.6, Lemma 5.1.8, Stelling 5.2.1 en Gevolg 5.2.4 combineren.

Stelling 5.2.5. Laat (S,d) een volledige metrische ruimte zign en zij ¢ : S — S een afbeelding.
Neem verder de volgende twee uitspraken aan.

1. Er bestaat een compacte insnoerende verzameling K C S wvoor ¢;

2. De verzameling van afbeeldingen {@™ : n € N} is equicontinu in elk punt van K.
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Dan geldt het volgende. Als ¢ continu is op S, dan is {¢" : n € N} equicontinu op S. Ook is ¢
asymptotisch compact op K. Dus de w-limietverzameling

w(K) :={z €8 : er bestaan (ng)reny C N, (zx)ren C K zodat n, — o0 en " xp — 2} C K

is compact en er geldt p(w(K)) = w(K). Verder trekt A := w(K) de verzameling K uniform
aan, dat wil zeggen sup,cx d(¢"x, A) = sup,cx infyca d(¢™z,y) — 0 als n — co. Ook geldt
dat d(p"x, A) — 0 als n — oo woor iedere x € S. Daarenboven heeft de met d topologisch
equivalente metriek da op A gedefinieerd door d(x,y) = sup,en, d(¢"z, ¢"y) de eigenschap
dat ¢ als afbeelding van (A,d4) naar (A,dy) isometrisch is. De afbeelding ¢ : A — A is dus
een homeomorfisme. Bovendien is de afsluiting G van {¢" : n € N} als deelverzameling van
(C(A, A),ds) een compacte en abelse topologische groep met samenstelling als groepsoperatie
die bestaat wit isometrische homeomorfismen voor de metriek dy. Als S niet-leeg is, is A ook
niet-leeg.

Bewijs. We hoeven alleen nog maar te bewijzen dat w(K) daadwerkelijk een deelverzameling is
van K en dat w(K) een insnoerende verzameling is voor . Zij € > 0. Neem voor iedere z € K
een d(z) > 0 zodat voor alle y € S en n € N geldt dat d(¢"x, ¢"y) < € wanneer d(z,y) < 6(x).
Hier gebruiken we de equicontinuiteit op K. Wegens compactheid zijn er dan een m € N en
clementen z1, ..., 2z, € K zodat K C i) Bs(g,)(x:).

Kies yp € w(K) willekeurig. Neem een stijgende rij (ng)ren van natuurlijke getallen en een
rij (yx)ken in K zodat limg_, o0 @™ yr = yo. Laat N € N 26 zijn, dat d(¢"z;, K) < € voor n > N
eni=1,...,m. Zij k € N zodat nx > N en d(yo, ¢"*yr) < €. Kiesi € {1,...,m} zodanig dat
d(yk, ;) < 6(x;). Er volgt dat

d(yo, K) < d(yo, " yr) + d(@" yg, "*x;) + d(™xi, K) < e +e+¢e = 3e.

Omdat ¢ > 0 willekeurig is, concluderen we dat d(yo, K) =0 en yp € K.
Kies nu x € S willekeurig. Kies N € N zodat ™z € ", Bs(z,)(2i) en neem i € {1,...,m}
26 dat Vo € Bj(z,) (). Er volgt dat
limsup d(¢"z, A) = limsup d(¢™ "z, A) < limsup d(e™¥ "z, "x;) + d(¢"x;, A) < e+ 0 =e.

n—oo n—oo n—oo

Omdat e > 0 wilekeurig gekozen is, concluderen we dat lim,,_,~ d(¢"z, A) = 0. d

Opmerking 5.2.6. De verzameling A in Stelling 5.2.5 is de kleinste verzameling K zodat nog
steeds aan de twee genoemde voorwaarden wordt voldaan. Daarom noemen we A in het vervolg
ook wel de kleinste insnoerende verzameling voor .

5.3 Structuur van compacte, metriseerbare, abelse, monotheti-
sche groepen

In Stelling 5.2.5 komt een topologische groep voor met verscheidene eigenschappen. In deze
paragraaf onderzoeken we wat er gezegd kan worden over de structuur van een dergelijke groep.
Alle resultaten gelden ook voor de groep G als in Stelling 5.2.5. Voor een groepselement ¢
schrijven we (g) = {¢" : n € Z} voor de groep voortgebracht door g.

Definitie 5.3.1 (Monothetisch). Een topologische groep G heet monothetisch (Engels: mono-
thetic) als er een groepselement g € G bestaat met de eigenschap dat G = (g).

Als duidelijk is uit het bijvoeglijk naamwoord bij het woord ‘groep’ dat de groep een topo-
logische groep moet zijn, zullen we het woord ‘topologische’ soms weglaten. In bovenstaande
terminologie gaan we dus de structuur bekijken van compacte, metriseerbare, abelse, monotheti-
sche groepen. Feitelijk is het woord ‘abels’ overbodig, omdat monothetische groepen altijd abels
zijn.

De natuurlijke definitie van het isomorf zijn van twee topologische groepen is als volgt.
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Definitie 5.3.2 (Isomorfe topologische groepen). Twee topologische groepen G en H heten iso-
morf als topologische groepen (Engels: isomorphic as topological groups) wanneer er een groeps-
isomorfisme tussen G en H bestaat dat ook een homeomorfisme is.

Lemma 5.3.3. Zij G een topologische groep en laat H C G een gesloten normale ondergroep
zign. Dan is G/H met de quotiénttopologie een Haudorff topologische groep. Als G compact is,
dan is G/H ook compact.

Bewijs. Het is duidelijk dat G/H een topologische groep is. Laat ¢ : G — G/H de quotiént-
afbeelding zijn. Dan geldt er dat ¢~ '({H}) = H gesloten is. Dus {H} C G/H is gesloten. Nu
is de diagonaal A = {(g,9) : ¢ € G/H} het inverse beeld van {H} onder de continue afbeelding
G/H x G/H — G/H : (g,h) — gh™'. Dus A is gesloten, en het volgt dat G/H Hausdorff is.
Als G compact is, dan is G/H, het bereik van de continue afbeelding ¢, ook compact. O

Het volgende resultaat is een deel van Theorem 8.45 in [16].

Stelling 5.3.4. Zij G een compacte, metriseerbare, abelse groep. Dan is G als topologische groep
isomorf met een gesloten ondergroep van TN. Hier is T = {2z € C : |z| = 1} de cirkelgroep met
de deelruimtetopologie van C en krijgt TN de producttopologie.

In lijn met de groep uit Stelling 5.2.5 nemen we voor de rest van de paragraaf aan dat GG een
compacte, metriseerbare, abelse, monothetische groep is. Neem ¢g € G zodat G = (g).

Stelling 5.3.5. Schrijf Gy voor de samenhangscomponent van de eenheid in G. Dan is G ho-
meomorf met Gy x G/Go. De groep G/Gy is eindig of homeomorf met {0,1}N. Ook is G/Gy
monothetisch vanwege (9Go) = G/Gqy. Als G/Gy eindig is, is G/Gqo cyclisch met voortbrenger
9Go. Verder is Gy een compacte en samenhangende topologische groep. Hier krijgt G/Go de
quotiénttopologie en {0,1} de discrete topologie en krijgen Go x G/Gq en {0,1}N de productto-
pologie.

Bewijs. Merk als eerste op dat G inderdaad een groep is, zie bijvoorbeeld Theorem 7.1 uit [11].
De eerste uitspraak volgt uit Corollary 10.38 uit [16]. Het is duidelijk dat Gy compact is, omdat
het een gesloten deelverzameling is van de compacte groep G. We krijgen uit Theorem 7.3 uit
[11] dat G/Gy totaal onsamenhangend en Hausdorff is. Wegens resultaat 8.14(b) uit [11] is G/Gp
metriseerbaar. Merk ook op dat G/G( compact is. Uit Theorems 3.5 en 9.15 uit [11] volgt nu
dat G/Go homeomorf is met {0, 1} als G/Gy oneindig is. Dat komt omdat de kardinaliteit van
G /Gy hoogstens die van G is, die op zijn beurt hoogstens die van TV, ofwel die van {0, 1}V, is.
Neem [g] := gGo € G/Gy. Merk op dat

{gh 2 |J nGo=G/Go.

hel{g)

Dus ([g]) = G/Gp. Stel nu dat G/Gy eindig is. Dan is G/Gy discreet en vinden we:

{[9]) = (lg]) = G/Go.
We concluderen dat [g] de groep G/G( voortbrengt. O

Neem voor de rest van de paragraaf aan dat G werkt op een metrische ruimte (A, d) zodat
de afbeelding G — A : g — gx continu is voor elke z € A. Merk op dat dit ook geval is in de
situatie van Stelling 5.2.5. Voor = € A schrijven we O, := Gx voor de baan van z onder de
werking van G. Merk op dat Gz gesloten is voor alle z € A, zie bijvoorbeeld Propositie 5.3.6.
We schrijven alsnog het streepje boven de O,, omdat we later, zoals in Paragraaf 6.1, ook banen
zullen zien die niet gesloten zijn. Kies nu z € A vast en schrijf G, = {g € G : gz = z} voor de
stabilisator van x in G.
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Propositie 5.3.6. De baan O, van x is homeomorf met G/G,, waarbij GG, wordt uitgerust
met de quotiénttopologie. Daarenboven is G/G als topologische groep isomorf met een gesloten
ondergroep van TN. Uiteraard is O, dan homeomorf met diezelfde gesloten ondergroep van TN.

Bewijs. Definieer F : G — O, door F(g) = gx. Dan is F continu per aanname. Voor g,g' € G,
geldt er F(g) = z = F(g'). Het volgt dat er een unicke continue afbeelding F : G/Gy — O,
bestaat zodanig dat ﬁ(gGI) = F(g) voor iedere g € G. De topologische ruimte G /G, is compact,
aangezien het het bereik is van de continue afbeelding G — G/G,. Bijectiviteit van Fis duidelijk.
Het volgt dat F een homeomorfisme is.

Merk op dat G/G, = O, metriseerbaar is. Nu volgt uit Stelling 5.3.4 dat G/G, als topolo-
gische groep isomorf is aan een ondergroep van TV, O

Gevolg 5.3.7. Schrijf Gy voor de samenhangscomponent van de eenheid G, in G/G,. Dan
is G/Gy homeomorf met Gy x (G/G3)/Gy. De groep (G/Gy)/GY is eindig of homeomorf met
{0, 1}N. Verder is G}y een compacte en samenhangende topologische groep. Hier krijgt (G/G.)/Gy
de quotiénttopologie, {0,1} de discrete topologie en krijgen Gf x (G/G.)/Gy en {0,1}Y de pro-
ducttopologie.

Bewijs. In het licht van Stelling 5.3.5 samen met de compactheid van G/G,, is het voldoende om
te bewijzen dat G/G, metriseerbaar is. Maar dat is duidelijk uit Propositie 5.3.6. O

Gevolg 5.3.8. Zij H € {@m, G/Gx,G}. Dan is H eindig of van kardinaliteit 280 en zijn twee
samenhangscomponenten van H homeomorf.

Bewijs. De laatste uitspraak is duidelijk wegens Theorem 7.2 uit [11] en Propositie 5.3.6. Zij H
een van de drie genoemde groepen. Dan is H vanwege Stelling 5.3.5, Propositie 5.3.6 en Gevolg
5.3.7 homeomorf met het product van een groep van eindige kardinaliteit of kardinaliteit 2%
met een samenhangende, compacte, metriseerbare, abelse groep Hy. Wegens Stelling 5.3.4 is Hy
homeomorf met een ondergroep van TY. Definieer voor i € N de projectie P; : TN — T op de ide
cirkel. Dan is P; continu voor elke i € N. Dus P;(Hy) is een samenhangende deelverzameling van
T voor elke i € N. Er volgt voor i € N dat P;(Hp) ofwel uit één element, ofwel uit 2% elementen
bestaat. Dus Hy is de triviale groep of van kardinaliteit 2%°. Hieruit vinden we dat H eindig of
van kardinaliteit 20 is. O

Opmerking 5.3.9. Het bewijs van Gevolg 5.3.8 maakt geen gebruik van de continuiimhypothese.

Van Stelling 5.3.4 weten we dat de groepen die we in deze paragraaf beschouwen een onder-
groep zijn van TY. In de meer beperkende situatie van Stelling 5.2.5 is het a priori mogelijk dat
de daar genoemde groep G in alle gevallen een ondergroep is van TV voor een zekere N € N.
Dat is echter niet het geval, zoals het volgende voorbeeld laat zien.

Voorbeeld 5.3.10. Zij p, het nde priemgetal voor n € N. Definieer voor een priemgetal p de
verzameling

T, := {eQ”ik/p:kzo,...,p—l}

en laat S = [[>2 Tp, , uitgerust met de producttopologie. Dan is S compact en metriseerbaar
via de metriek d : S x S — R die gegeven wordt door

d((an)neNa (bn)nEN) = Z |an2_nbn’

n=1

Beschouw de afbeelding ¢ : S — S die gedefinieerd wordt door

Pl(an)ncry) = (Pay)
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Dan is ¢ een isometrie en daarmee is {¢" : n € N} equicontinu op S. We zitten dus in de
situatie van Stelling 5.2.5. We nemen dan ook haar notatie over. We hebben A = S. Verder is

de groep G = (p) de verzameling van alle ¢ : S — S met de eigenschap dat er voor alle n € N
een k, € {0,1,...,p, — 1} bestaat zodanig dat

P, oo P, = (z = e%k"/p"z).

Hier is P, : S — T, de projectie en P, : T,, — S de kanonieke inbedding z — (ay)ren met

z alsk=mn;
ap =
1 alsk #n,

voor n € N. In wat minder formele taal: G bestaat uit alle afbeeldingen ¢ : S — S die beperkt
tot T, een rotatie zijn voor ieder priemgetal p. Maar dan zien we dat er een bijectieve isometrie
tussen [[>2; Tp, en G bestaat.
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Asymptotiek van Markov-operatoren met
insnoering

Na resultaten over algemene dynamische systemen in Hoofdstuk 5 kijken we in dit hoodstuk
specifiek naar Markov-operatoren. Het hoofdstuk draait volledig om de Markov-operatorversie
van Stelling 5.2.5, Stelling 6.0.3. In Paragraaf 6.1 bekijken we wat we kunnen zeggen over de
structuur van de verzameling A als in Stelling 6.0.3 in het algemeen. In het bijzonder kijken we
naar de banen in A. Vervolgens kijken we in Paragraaf 6.2 wat er gebeurt als de metriek uit
Stelling 6.0.3 atkomt van de Dudleynorm. Zo karakteriseren we in Subparagraaf 6.2.1 wanneer een
transport-operator voldoet aan de voorwaarden van Stelling 6.0.3. Ook bewijzen we in de korte
Subparagraaf 6.2.2 onder de aannames van Stelling 6.0.3 en het bestaan van een unieke invariante
kansmaat p* dat de Cesarogemiddeldes van elke maat naar p* convergeren. Onder diezelfde
aannames laten we in Subparagraaf 6.2.3 zien dat de verzameling kansmaten die gedragen worden
door supp(p*) P-invariant is en dat alle maten in A door supp(u*) gedragen worden. In Paragraaf
6.3 bekijken we Stelling 6.0.3 in het licht van de norm van totale variatie. Als laatste vergelijken
we in Paragraaf 6.4 de resultaten rondom Stelling 6.0.3 in de Dudleynorm met die in de norm
van totale variatie.
Eerst volgt een motiverend voorbeeld over asymptotisch gedrag van Markov-operatoren.

Voorbeeld 6.0.1. Laat S = [0,1/4] U[3/4,1] met de Euclidische metriek. Beschouw de transport-
operator Ty : MT(S) — M™(S) die geinduceerd wordt door de afbeelding T : S — S gegeven

door
1
T(z) = {12:1: als z <
>

I

ENTJURTNE

%—1x als x

Dan is T} een reguliere Markov-operator. Merk op dat voor x € S geldt dat T.0, = dp(,). We
zien dus direct dat Tk (dp) = 1 en Ty (61) = dp. Hieruit zien we dat T} periodiek gedrag vertoont.

We gaan eerst na welke regulariteits- en equicontinuiteitseigenschappen T, heeft. Het is
makkelijk in te zien dat T' Lipschitz-continu is met Lipschitz-constante |T'|;, = 3/2. Verder zijn
de restricties 72 : [0,1/4] — [0,1/4] en T? : [3/4,1] — [3/4, 1] Lipschitz-continu met Lipschitz-
constante 1/4. We zien met inductie voor n € Ny dat

1.

20 B 22% als ¢ < 7;
($> ) 22n—1+4a 1 > 3

57 als x > 7.

We laten zien dat T equicontinu op bollen is. Zij ¢ > 0. Kies § = min(e/15,1/3). Laat u,v €
P(S) kansmaten zijn met supp(u), supp(r) C Bs(x) voor een zekere z € S. Kies f € BL(S) met
Il fllsL. < 1. Voor n € Ny is foT™?" Lipschitz-continu op Bs(x) met Lipschitz-constante hoogstens
272" enis foT?" ! = (foT)oT?" Lipschitz-continu op Bgs(z) met Lipschitz-constante hoogstens
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3/2 272" We krijgen dus voor n € Ny dat

(o f o T2") — f(T*"(2))| =

/ FT2 () — FT2(2)) duy)
Bs(x)

S/Bé(@‘f<T2"<y>>—f(T?”(ac>>|cw<y> < / 272"y — 2| dp(y)

Bs(x)
<6< S < %

Op dezelfde manier zien we voor n € Ny dat }<,u, foT? ) — f(T?* 1 (2))| < 3/26 < e/5. Deze
formules gelden natuurlijk ook voor de maat v. Dus voor elke n € Ny gelden de afschattingen

[ FoT20) = (1 £ o T < [( 0T = (T )| + (0] 0T — F(T(2)
<S48 2
-5 5 5
en |(p, fo T?" 1) — (v, f o T?"1)| < 2¢/5. Daarom hebben we

sup (TP w, £y — (T, )] < sup (i, fo Ty — (v, f o T*™)| + [{u, f o T*™ 1) — (v, f o T 1))
nelNg nelNg

(k% _de
-5 5 5

Omdat f € BL(S) met ||f|gr, < 1 willekeurig was, concluderen we dat | T7'u—T7'v|f, < 4e/5 <
€ geldt voor iedere n € N. Dit bewijst dat Ty equicontinu op bollen is.

Uit Propositie 4.1.8 volgt nu dat T} de e-eigenschap heeft. We zien dat T} niet niet-expansief
is, want

3 1
[ T61/4 — Tid3/4llem = (10778 — d18/lpm = 1°3° 16174 — 03/4llFM-

Hier gebruiken we het resultaat in de Remark na Lemma 2.3.6 in [26], dat zegt dat ||0; —dy||pm =
min(d(z,y),2) geldt voor z,y € S. Uit Tidp = 91 en Tid1 = Jp is het duidelijk dat T} niet de
spectraalkloofeigenschap heeft. Uit Propositie 4.1.7 krijgen we dat T, de Cesaro-e-eigenschap
heeft, en dat T, Markov-Feller is. Echter T, is niet sterk Feller, want de meetbare functie
Loy : S — R wordt door de duale van T gestuurd naar de niet-continue functie 153 : S — R.
Volgens Propositie 4.1.7 is T, dus ook niet ultra-Feller.

We gaan nu kijken naar het asymptotische gedrag van T,. Zij u € M™(S). We claimen dat
er getallen ag,a; € R bestaan zodat

Jim |73 — agdan (o) — a16an vy llBr, = 0, (6.1)

waar « @ {0,1} — {0,1} gedefinieerd is door a(0) = 1 en (1) = 0. In de limiet als n — oo
wisselt T'u dus tussen agdg + a1d1 en agdi + a1dg. Dat is wat bedoeld wordt met asymptotische
periodiciteit. We nemen ag = u([0,1/4]) en a3 = p([3/4,1]). Om Vergelijking (6.1) te bewijzen
volstaat het om te bewijzen dat

lim ||72"w — agdo — a161 |, = 0,
n—oo

omdat T, continu is in de || - || -norm. Definieer po := p(- N [0,1/4]) en py := p(- N [3/4,1]).
Om Vergelijking (6.1) te bewijzen is het genoeg om te laten zien dat

IT2" 110 — aoollgr, =0 en |IT2" 1 — a161 |1, = 0.

lim lim
n—oo n—0o0

Omdat beide limieten soortgelijk berekend worden, bewijzen we nu alleen lim,, oo || 7211 —

a101]|;, = 0. Neem zonder verlies van algemeenheid aan dat p; € P(S) en dat a1 = 1. We
vinden voor alle n € Ny:

T*Qn,ul([l - 2_271, 1}) = <T*2n,u1, 1[172—2n,1]> = <M1» 11[172—%,1] OT2n> = <,u1, 1[3/4,1}> =1
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Zij € > 0. Omdat T equicontinu op bollen is, bestaat er een § > 0 zodat
T2 Gl = T2 2N TN g = T2V oy, < e

geldt voor iedere N € N en n > N met supp(T2V 1) C Bs(1). Wegens de redenatie hierboven
bestaat er een N € N zodat supp(T2Nu1) C [1 — 272V 1] C Bs(1). We concluderen dat we
| T2 1y — 61]};, < € hebben voor iedere n > N. Dus limy, o0 |72 11 — 015, = 0.

Een gevolg van het asymptotisch periodieke gedrag van T is dat er slechts één invariante
kansmaat is. Namelijk, stel dat p € P(S) invariant is onder T. Dan hebben we wegens Verge-
lijking (6.1) dat p = apdp + a161 met ag = p([0,1/4]) en a1 = pu([3/4,1]). Maar T, toepassen op
beide kanten geeft p = apd; + a1dp. Er volgt dat ap = a; = 1/2 en dat p = d9/2 + 61/2. Nu,
d0/2 4 01/2 is een invariante kansmaat, dus d9/2 + d1/2 is de unieke invariante kansmaat.

Schrijf Tfn),u = %EZ;S TFu voor n € Nen p € MH(S). Zij z € S. We laten zien dat
limy, o0 T8, = d0/2 4+ 01/2 in de || - ||} -norm. We bekijken alleen het geval z € [0,1/4]. Het

voldoet wegens continuiteit van T} om te laten zien dat lim, o0 Z,E(jo_l)/zj | T2k, — o5, = 0.

Hiertoe berekenen we:

L(n—1)/2] L(n-1)/2]
Tim TG, —Gollf = lm = YT [[8gene — dollin
k=0 k=0
L(n-1)/2]
=S el
k=0
L(n—1)/2]

Dus inderdaad krijgen we limy, o0 7™, = 80/2 + 51/2.

Opmerking 6.0.2. Merk op dat de afbeelding T" in Voorbeeld 6.0.1 asymptotisch compact is op
de samenhangende verzameling B = [0,1/4], maar dat de w-limietverzameling w(B) = {0,1}
niet samenhangend is. Dit is wel het geval in zogenaamde sterk continue dynamische systemen,
zie Lemma 23.6(1) in [24].

Schrijven we Stelling 5.2.5 in termen van Markov-operatoren, dan krijgen we het volgende.

Stelling 6.0.3. Laat S een topologische ruimte zijn en zij p een metriek op een convexe verza-
meling M C P(S) zodat (M, p) volledig is. Neem verder de volgende twee uitspraken aan voor
een afbeelding P : M — M met de eigenschap dat P(tu+ (1 —t)v) = tP(u) + (1 — t)P(v) geldt
voor t € [0,1] en p,v € M.

1. Er bestaat een compacte insnoerende verzameling K C M voor P;
2. De verzameling van afbeeldingen {P™ : n € N} is equicontinu in elk punt van K.

Dan geldt het volgende. Als P continu is op M, dan is {P™ : n € N} equicontinu op M. Ook is
P asymptotisch compact op K. Dus de w-limietverzameling

w(K) :={p e M : er bestaan (ng)gen C N, (pr)ren C K zodat ny, — oo en P™ py — p} C K

is compact en er geldt P(w(K)) = w(K). Verder trekt A := w(K) de verzameling K uniform
aan, dat wil zeggen sup,,¢cr p(P"p, A) = 0 als n — oo. Ook geldt dat p(P"p, A) — 0 alsn — oo
voor iedere i € M. Daarenboven heeft de met p topologisch equivalente metriek pyq op A gede-
finieerd door pa(p,v) 1= sup,en, p(P"p, P'v) de eigenschap dat P als afbeelding van (A, p4)
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naar (A, pa) isometrisch is. De afbeelding P : A — A is dus een homeomorfisme. Bovendien is
de afsluiting G van {P™ : n € N} als deelverzameling van (C(A,.A), peo) een compacte en abelse
topologische groep met samenstelling als groepsoperatie die bestaat uit isometrische homeomor-
fismen voor de metriek p 4. Hier is po de supremummetriek ten opzichte van p. Als M niet-leeg
is, is A niet-leeg.

Opmerking 6.0.4. Als M = P(S), dan kunnen we P eenvoudig uitbreiden naar een Markov-
operator MT(S) — M™(S). Als p afkomt van de Dudleynorm, dan is P(S) compact voor
compacte en separabele metrische S, zie Theorem 8.9.3 in [2|, dus dan kan K = M = P(95)
worden genomen in Stelling 6.0.3. Equicontinuiteit hebben we in dat geval bijvoorbeeld als de
Markov-operator niet-expansief is of als hij de spectraalkloofeigenschap heeft. Iedere Markov-
operator P : M™(S) — MT(S) is niet-expansief in de || - ||py-norm, zodat {P" : n € N}
equicontinu op M is als p atkomt van de norm van totale variatie. In Paragraaf 6.3 zien we hoe
compacte verzamelingen in de norm van totale variatie eruitzien.

6.1 Structuur van de kleinste insnoerende verzameling van een
Markov-operator

In deze paragraaf onderzoeken we de structuur van de verzameling A uit Stelling 6.0.3 in meer
detail.

Definitie 6.1.1 (Passende metriek). We noemen een metriek p’ op een convexe verzameling
C passend bij de conveze structuur of simpelweg passend (Engels: compatible with the convex
structure of compatible) als de afbeelding C x C — C : (u,v) — tu+ (1 — t)v continu is voor elke
t e [0,1].

Voorbeeld 6.1.2. Als S een metrische ruimte is, C C P(S) convex is en p’ een metriek op C is die
afkomt van een norm, zoals de norm van totale variatie of de Dudleynorm, dan is p’ passend.

Propositie 6.1.3. Veronderstel dat we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten, en neem haar
notatie over. Als p passend is als metriek op het convexe omhulsel van A, dan is A convex.

Bewijs. Stel dat p passend is als metriek op het convexe omhulsel van A. Neem u,v € A. Zij
t € [0,1] en schrijf A = tu+ (1 —t)v € M. Kies een rij (ng)ren van natuurlijke getallen zodat
limg 00 P™ =1d in (C(A, A), po). Hier is Id de identiteit op .A. Dan geldt er

lim P™A = lim tP™ 4 (1= )P™ v =ty + (1 =ty = A,
—00

k—o0

Hier gebruiken we in de tweede stap dat p passend is bij de convexe structuur. Maar nu krijgen
we

p(\,A) = p( lim P"’ﬂ,A) = lim p(P™\,A) =0
k—o00 k—o0
wegens Stelling 6.0.3. Dus A € A. O]
Gevolg 6.1.4. Veronderstel dat we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten, en neem haar notatie
over. Als p afkomt van een norm, dan is A convez.

6.1.1 Banen van maten onder de werking van een Markov-operator

In Paragraaf 5.3 hebben we onder andere gekeken naar de topologische structuur van de banen
onder de werking van een topologische groep. In deze subparagraaf kijken we naar andere
eigenschappen van de banen, uiteraard in het licht van Stelling 6.0.3 en de daarin genoemde
topologische groep G, die canoniek werkt op M.
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Definitie 6.1.5 (Baan). Zij S een topologische ruimte, en ¢ : S — S een afbeelding. Voor
x € Sis Oy = {¢"z : n € No} de baan van x onder ¢ (Engels: orbit of x under ), en is
O, = {¢"x : n € Ny} de gesloten baan van x onder ¢ (Engels: closed orbit of x under ).

We nemen voor de rest van de subparagraaf aan dat we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten
en nemen we ook haar notatie over. Verder nemen we aan dat er een U : BM(S) — BM(S)
bestaat zodat (u, Uf) = (Ppu, f) geldt voor elke f € BM(S) en p € M. Dit lijkt op de definitie
van regulariteit van een Markov-operator, met als enige verschil dat het domein van P hier M
is in plaats van heel M™T(S). Het volgende lemma laat zien dat de gesloten baan 6# van een
maat p € M onder P overeenstemt met de eerdere definitie als de baan onder de werking van de

groep G.

Lemma 6.1.6. Zij i € A. Dan werkt G transitief op O,, en er geldt Gu = O,. Het volgt dat
Ve 6# dan en slechts dan als 6# =0,.

Bewijs. Neem v € @u' Het voldoet om te bewijzen dat er een g € G bestaat met v = gu. Laat
(nk)ken een rij natuurlijke getallen zijn zodat limyg_,oo P pu = v in (M, p). Omdat G compact
is, bestaat er een deelrij (ng,),y zodat g := lim;_,oc P™ bestaat in (C'(A,.A), pso). Maar dan
hebben we

le
gp = lliglo Py =v. O

We definiéren de equivalentierelatie ~ op A door u ~ v <= Gu = Gv. Dan is A/~ de
banendecompositie van A onder P.

Omdat G een compacte topologische groep is, bestaat de Haarkansmaat m op G. De maat
m is een translatie-invariante Borelkansmaat op G zodat m(A) = m(A~!) voor iedere Borelver-
zameling A in G. Veronderstel dat de afbeelding G — R : g — (gu)(E) Borelmeetbaar is voor
alle p € A en open verzamelingen £ C S. In veel gevallen is dat zo. Als p bijvoorbeeld atkomt
van de norm van totale variatie, dan is de afbeelding zelfs continu. En uit Lemma 3.2.1 weten
we dat M(S)pL, — R : p — pu(E) meetbaar is voor iedere open verzameling £ C S. Er volgt:
als p afkomt van de Dudleynorm, dan is de afbeelding G — R : g — (gu)(E) als samenstelling
van een continue met een meetbare afbeelding Borelmeetbaar voor iedere maat u € A en open
verzameling E van S. Kies O € A/~ en neem p € O. Dan bestaat de verzamelingsgewijze inte-
graal pup = fg grndm(g), zie Propositie 2.3.1. Stel dat up € M. Met behulp van Propositie 2.3.1
en gebruikmakend van translatie-invariantie berekenen we nu voor Borelverzamelingen £ C S:

(Po)(E) = (Pos15) = (1o, Ulg) = / (g1, Ulg) din(g) = / ((Pg)) (E) dm(g)
g g
- /g (91)(E) dm(g) = pol(E).

Er volgt dat Pup = pe. Voor iedere baan O € A/~ is er dus een invariante maat po, mits po
een element is van M voor elke O € A/~. Voor een baan O € A/~ geldt verder: als p afkomt
van de Dudleynorm, zit pe in €6(O) C M, het gesloten convexe omhulsel van O. Dat komt door
Propositie 2.3.6 samen met Corollary I1.8 uit [3]. Deze waarneming roept de vraag op of up en
por hetzelfde kunnen zijn terwijl O en O’ twee verschillende banen zijn. Het antwoord is ja. Met
andere woorden, de afbeelding A/~ — P(S) : O — pe is in het algemeen niet injectief. Dat
laat het volgende belangrijke voorbeeld zien.

Voorbeeld 6.1.7. Laat S de complexe eenheidscirkel zijn en neem M = P(S). Kies een irrationaal
getal 7 > 0 en definieer T : S — S door T(2) = 2ze?™". Zij P : M*(S) = M*(S) de transport-
operator Ty. Laat d de metriek op P(S) zijn die wordt geinduceerd door de || - ||f5;-norm. Dan
is P isometrisch, dus {P"™ : n € N} is equicontinu op P(S). Bovendien is P(S) compact. We
kunnen dus Stelling 6.0.3 gebruiken met insnoerende verzameling K = P(S). Het volgt dat
A = w(P(S)) niet-leeg en compact is, en dat P(A) = A. De metriek p4 uit Stelling 6.0.3 is
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gelijk aan d. Een maat die invariant is onder P, is translatie-invariant. De enige translatie-
invariante kansmaat op de eenheidscirkel is de Lebesguemaat \, geschaald zodat A\ een kansmaat
is. Merk op dat d;, A € A. Nu, de baan van d; onder G is {0, : z € S}. De baan van A onder
Pis {A}. Dus pigs,..e51 = sy, terwijl {0, : 2 € S} # {A}. Het is zelfs zo dat er overaftelbaar
veel verschillende banen zijn. Voor iedere a,b € (0,27] met a # b is de baan van de kansmaten
21/ a - N (eit:0<i<a} €0 27/b - A (eito<i<py Verschillend, terwijl de banen wel dezelfde bijbehorende
invariante maat hebben.

Opmerking 6.1.8. Omdat P isometrisch is met betrekking tot de metriek p 4, geldt pa(po,gu) =
pa(o, g'v) voor iedere gesloten baan O en iedere u,v € O en g,g' € G. Elke baan O is dus
bevat in een sfeer met betrekking tot p4 met middelpunt pe.

6.1.2 Oprekken van banen

In deze subparagraaf nemen we weer aan dat we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten en nemen
we ook haar notatie over. Verder nemen we aan dat P maar één invariante maat p* € P(S)N M
heeft en dat p afkomt van een norm. Neem v € A en laat O = O,, de gesloten baan van v onder
P zijn. Voor iedere r € [0, 1] zit ru* + (1 —r)v weer in A wegens Gevolg 6.1.4. We kunnen echter
ook bekijken in hoeverre we de baan O kunnen ‘oprekken’. We doen dat als volgt. Definieer als
eerste de ‘maximale straal’ r4 : A — [1, 00| door

rA(v) =sup{r >0:u" +r(v—pu*) € A}
Definieer vervolgens m 4 : A — A door
ma(v) = p" +ra)(v—p").

Zie Figuur 6.1. Dan ligt m4(v) inderdaad in A voor v = p*, maar ook voor v # p*. Dit laatste

P(S)

Figuur 6.1: Visualisatie van m4(v) voor een zekere v € A. De stippellijn stelt de verzameling
PS)N{u* +r(v—p*):r >0} voor.

zien we in door de waarneming dat r4(v) < oo als v # p*. Vervolgens kunnen we geslotenheid
van A gebruiken om te zien dat

pttraw)(v—p) = Tling )u* triv—p)eA,  veA\{u)
rtr 4 (v

De afbeeldingen 74 en m4 zijn in het algemeen niet continu in p*, maar ook niet in andere
punten.
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Voorbeeld 6.1.9. Beschouw Voorbeeld 6.1.7 nogmaals. Omdat ¢o{d, : z € S} = A geldt voor
de || - |5 -norm, bestaat er een rij (fn)nen binnen het convexe omhulsel van {J, : x € S} die
convergeert naar de Lebesguemaat A\ = p*. Dus limy, o0 pin/2 + 01/2 = A\/2 + 61 /2. Maar we
hebben ook:

Jim ra(pn/2+01/2) =1 #2=14(\/2+ 51/2).
Dus 74 is niet continu in A/2 + §;/2. Het volgt dat
B m(pn /24 01/2) = Hm pn /24 01/2 = A/2+01/2 # 61 = ma(N/2+ 61/2).

Dus m4 is ook niet continu is A\/2 + §1/2.
Verder gedraagt r 4 zich niet netjes met betrekking tot convexe combinaties. Laat bijvoor-
beeld A1 = 2A[(¢it:o<t<n} €0 A2 = 2A|(eit.nci<ory- Dan geldt er voor iedere ¢ € [0, 1] dat

1

Hier kiezen we 1/0 = oo.

Hoewel 74 niet continu is, heeft r4 wel andere fijne eigenschappen. Hiervoor definiéren we
een nieuwe functie 74 : A — [0, 1] door 74(p) = 1/r4(p), waar we 1/0o0 = 0 kiezen.

Propositie 6.1.10. De functie r 4 is constant op gesloten banen. Voor elke t € [0,1] en p € A
geldt er

Falt + (1= ) = (1= )7a(p). (62)
Verder is 7 4 convex, dat wil zeggen dat
Faltp+ (1 —t)v) <tra(p) + (1 —1t)7F4(v), t€0,1], p,ve A
In het bijzonder hebben we voor t € [0,1] en p,v € A dat
ra(tp+ (1= tv) = min{ra(u),ra(v)}-

Bewijs. 7ij O € A/~ en neem p,v € O. Kies een rij (my)reny van natuurlijke getallen zodat
g = limy_, o, P bestaat in (C(A,A), pso) en v = gu. Dan hebben we

W ra(p) (v — ) = lim P (" 4 ra(u)(p — p7)) € A,

Dus r4(v) > ra(p). Uit symmetrie-overwegingen zien we in dat r4(u) = ra4(v).
Voor t € [0,1) en p € A is het duidelijk dat

ra(tp” + (1 —t)p) =
wegens de waarneming dat
ra(p)
1-t¢
Dit bewijst Vergelijking (6.2).
Laat nu pu,v € Aent € [0,1]. Schrijf p = zp* + (1 —x)p’ met z € [0,1] en i/ € A zodat

ra(p’) = 1. Neem ook y € [0,1] en v/ € A met r4(v') =1 zodat v = yu* + (1 — y)v/. Merk op
dat de gelijkheden 74(u) =1 — 2 en 74(v) = 1 — y gelden wegens Vergelijking (6.2). Verder:

p+

(tp* + (A=t —p") =p" +ralp)(p—p).

Paltp+ (1 —t)v) =fa(tap +t(1 — )y’ + (1= t)yp" + (1 —t)(1 —y)/')
=7a((tr + (1 = t)y)p" +t(1 — )’ + (1 = t)(1 —y)v')
<l—(tr+(1-t)y)=t(l—2)+ (1 —-t)(1—-y)
= tra(p) + (1 = t)7a(v).
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De ongelijkheid geldt wegens Vergelijking (6.2). De laatste ongelijkheid van het lemma zien we
door op te merken dat

1
min{ra(u),ra(v)}’
Dit rondt het bewijs af. O

Faltp+ (1 =ty) <tia(p) + (1 = t)7a(v) < max{ra(p),7a(v)} =

Lemma 6.1.11. De verzamelingen Ay = {p € A :ra(pn) = 1} en ext(A), de verzameling van
extreme punten van A, zijn G-invariant, dat wil zeggen dat gu € Ay voor u € A1,9 € G, en
gv € ext(A) voor v € ext(A),g € G. Ook geldt ext(A) C A;.

Bewijs. Omdat r 4 op gesloten banen constant is wegens Propositie 6.1.10, vinden we direct dat
A1 G-invariant is. Zij u € A nu een extreem punt van A en neem g € G. Kies ui, s € A en
0 <t < 1 zodanig dat gu = tu1 + (1 — t)uz. Dan hebben we p = tg~tuy + (1 —t)g tus. Er
volgt dat ¢t = 0 of t = 1 omdat p een extreem punt is van A. Dus gu € ext(A). Als p e A\ Ay,
dan zit g in het inwendige van het lijnstuk tussen p* en ma(p) = p* + ra(p)(n — p*), zodat
p ¢ ext(A). Dit bewijst de laatste uitspraak. O

6.2 Asymptotiek voor de Dudleynorm

In deze paragraaf nemen we aan dat de metriek p uit Stelling 6.0.3 afkomt van de Dudleynorm.
Eerst kijken we naar transport-operatoren, vervolgens bewijzen we een resultaat over de conver-
gentie van zogenoemde Cesarogemiddeldes, en als laatste bekijken we de rol van de drager van
de invariante maat beter.

6.2.1 Resultaten voor transport-operatoren

Als in Stelling 6.0.3 P een transport-operator is, M gelijk is aan P(S) met S Pools en p atkomt
van de Dudleynorm, dan weten we precies wanneer P voldoet aan de voorwaarden van die stelling.
In de bewijzen zullen we gebruikmaken van de begrippen en resultaten uit Paragraaf 2.3.

Stelling 6.2.1. Neem aan dat (S, d) een volledige separabele metrische ruimte is. Stel dat P = T,
geldt voor een zekere continue afbeelding T : S — S. Hier is P zoals in Stelling 6.0.3, waar
M =P(S) en waar p van de Dudleynorm afkomt. We nemen de notatie voor de verzameling A
uit die stelling over. De verzameling functies {T™ : n € N} is equicontinu op S. Schrijf

Kr:={xe€S:4, € A}
en
w(K7):={x €S : er bestaan (ng)reny C N, (xg)ren C K zodat ng — oo en T xy, — x}.

Dan voldoet T aan alle voorwaarden in Stelling 5.2.5 met ¢ =T en K = Kp. Definieer voor
s € S de verzameling Ly van limietpunten van {T"s : n € N}. Dan geldt er Ar := w(Kr) =
Uses Lg. Ook hebben we x € Ar dan en slechts dan als 6, € A. Dus K+ = Ap. Daarenboven
1s A de verzameling van alle kansmaten waarvan de drager binnen Ar ligt. Als P een unieke
invariante kansmaat heeft, dan heeft Ar maar één gesloten baan onder de werking van T.

Bewijs. Merk op dat P continu is in de Dudleynorm, omdat P Markov-Feller is, zie Propositie
4.1.2. Dan is {P" : n € N} equicontinu op P(S). Equicontinuiteit van {T™ : n € N} volgt nu uit
de discrete versie van Proposition 4.1 uit [14]. We bewijzen nu dat K7 inderdaad een insnoerende
verzameling is. Veronderstel voor een tegenspraak dat Kr geen insnoerende verzameling is. Dan
bestaat er een element x € S zodat niet geldt dat lim, o d(T"x, K1) = 0. Het volgt dat er
een € > 0 is zodat er voor iedere k € N een ny > k bestaat met d(T™ z, K1) > €. Neem zonder
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verlies van algemeenheid aan dat (ny)ken stijgend is. Er is een stijgende rij natuurlijke getallen
(km)men zodat (0prk, o) meny = (P™mdz),,cn convergeert vanwege de totale begrensdheid van
{P"™§, : k € N}. Dit laatste zien we in door te gebruiken dat limg_,o, p(P™ ., A) = 0 en dat
A totaal begrensd is. Omdat de verzameling Diracmaten gesloten ligt in P(S), is er een y € S
zodat

dy = lim dpny,,, = lim P"mg, € A

m—r0o0 m—o0

In het bijzonder hebben we dus lim,, ..o T™*mx = y € K. Dat is een tegenspraak, wat bewijst
dat K7 inderdaad een insnoerende verzameling is.

Laten we nu bewijzen dat K7 compact is. We laten daartoe zien dat K rijcompact is. Zij
(Zn)nen een rij binnen Kp. Dan is (d,, )nen €en rij binnen A. Wegens de rijcompactheid van A
is er een stijgende rij (ng)ren van natuurlijke getallen zodat limy_, oo 5%% bestaat in A. Omdat
de verzameling Diracmaten gesloten is, is er een z € S met §, = limg_.oo 59”% € A. Het volgt
dat limyg_o0 zn, = € K. Dit bewijst dat Kr rijcompact is. Dit bewijst op zijn beurt weer
dat T aan alle voorwaarden in Stelling 5.2.5 voldoet met ¢ =T en K = Kr.

Kies een rij (ng)ren van natuurlijke getallen zodat limy_,o, P™ = Id in C(A, .A).

We laten nu zien dat x € Ap dan en slechts dan als 6, € A en dat Ap = (J,cg Ls. Neem
x €8S. Als x € Ap, dan is het duidelijk dat §, € A. Stel andersom dat ¢, € A. Dan volgt dat

lim Opnp, = lim P™ 6, = 0,
k—o0 k—o0
zodat limy_,o T" & = x. Het volgt dat & € L,. Dit bewijst dat x € A7 en dat Ay = (J,cq Ls.
We bewijzen nu dat A = { € P(S) : supp(p) € Ar}. Neem p € A. Definieer f € BL(S)
door

f(z) = min (d(z, A7), 1).

Gebruikend dat limy_yoo P™ = pin || - |55, krijgen we
(w, f) = lim (P™p, f) = lim (u, f o T™) = lim [ f(T™ z)du(z) —/ lim f(T"* ) dp(z)
k—o0 k—o0 k—oo Jg g k—o0

=0.

In de berekening gebruiken we in de op een na laatste stap de gedomineerde-convergentiestelling.
In de laatste stap gebruiken we dat d(T™* x, Ar) — 0 als k — oco. Maar f is strikt positief op

7 en niet-negatief. Er volgt: fACT fdp =0en d(z, Ar) = f(x) = 0 voor p-bijna alle z € A%
Dus pu(Ar) = 1 — pu(A%) = 1. Hier volgt uit dat supp(p) € Ap. Neem nu p € P(S) met
supp(p) € Ap. Omdat S Pools is, geldt er u(Ar) = 1. We weten al dat §, € A voor elke
z € Ar = Kp, zodat

w= / 8 du(x) = 0z du(x) € @o(A) = A.
S A

Hier zijn de integralen Bochnerintegralen en gebruiken we Corollary I1.8 uit [3]. Dit bewijst dat
A precies de verzameling is van kansmaten met drager binnen Arp.

Stel dat Ap twee verschillende gesloten banen heeft onder de werking van T. Dan zijn er
z,y € Ar verschillend met O, # O,. Schrijf m voor de Haarmaat op G. We zagen eerder al
dat fg 9o, dm(g) en fg g0y dm(g) invariante maten zijn. Hier werken we met veramelingsgewijze
integralen. Merk op dat er voor iedere g,h € G elementen 2’ € O, en ¥y € @y bestaan zodat
g6y = 0,7 en hé, = §,,. Omdat O, en O, disjunct zijn, krijgen we nu, als verzamelingsgewijze
integralen,

/g 98, dm(g)(0,) = /g 98,(0,) dm(g) =041 = /g 96:(0.) dm(g) = /g 98, dm(g)(Ds).

Dus P heeft minstens twee invariante kansmaten. O
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Een omkering van Stelling 6.2.1 geldt ook. Voor een topologische ruimte S en een daarbinnen
liggende Borelverzameling V' C S schrijven we P(V) := {u € P(S) : u(V) = 1}. In principe kan
verwarring ontstaan met de definitie van P(V') als verzameling Borelkansmaten op V', maar het
zal uit de context duidelijk zijn wat er wordt bedoeld.

Stelling 6.2.2. Neem aan dat (S,d) een volledige separabele metrische ruimte is. Stel dat een
zekere continue afbeelding T : S — S wvoldoet aan de voorwaarden van Stelling 5.2.5. We nemen
de notatie in die stelling over, waar we At zullen schrijven in plaats van de daar genoemde
verzameling A. Dan wordt aan alle voorwaarden van Stelling 6.0.3 voldaan door de Markov-
operator P = T, met M = P(S) en compacte insnoerende verzameling K = P(Ar) C P(S5) in
de door || - |51, geinduceerde metriek. Het volgt dat alle resultaten van Stelling 6.2.1 weer gelden
voor P ="T,. Als Ap één gesloten baan heeft onder T, dan heeft P een unieke invariante maat.

Bewijs. Merk als eerste op dat {T™ : n € N} equicontinu is op S wegens Stelling 5.2.5. Wegens
de discrete versie van Proposition 4.1 uit [14] is {T}* : n € N} equicontinu op P(S). We weten
al dat P(Ar) compact is, omdat Azp compact is. We bewijzen nu dat P(Ar) inderdaad een
insnoerende verzameling is. We bewijzen eerst voor u € P(S) die in het convexe omhulsel van de
verzameling Diracmaten zitten dat lim, oo p(T7 1, P(Ar)) = 0. Neem N € N, A1,..., Ay € [0, 1]
met Ef\;l Xi=1lenzy,...,zn € S, en beschouw de kansmaat Ef\il Aidz,. Er geldt:

(T”ZA%,P AT>_p<ZA5T%, ))
=1
< inf{p(z Ai(ST":L’“ Z/\Z(Syz> Y1, .., YN € .AT}
=1 =1

N
< lnf{z )\iP(5T"aci,5y¢) ‘Y1, YN € AT}
=1
N

= Z Xiinf{p(drng,,d0y,) : vi € Ar}

=1
2d(T"x;,y;)
= A 1 — "y
Z {2+d (Tmxi,y;) Y EAT}
N

< Z)\z inf{d(T"xi,yi) 1Y € .AT}
=1

N
== Z )\id(Tn{L‘@', .AT)

i=1
n—oo 0'
Dit bewijst dat P(Ar) convexe combinaties van Diracmaten aantrekt. Kies nu p € P(S) wil-
lekeurig en zij ¢ > 0. Door de equicontinuiteit bestaat er een § > 0 zodat p(T)'u, Ti'v) < €/2
geldt voor iedere v € P(S) met p(u,v) < 0. Omdat het convexe omhulsel van de verzameling
Diracmaten dicht ligt in P(5), bestaan er een N € N, A,..., Ay € [0,1] met sz\il Ai=1len

x1,...,oN € S zodat p(,u, Zf\il )\iém> < 4. Neem nu N’ € N zodat

N
p (Tf > Aida, P(AT)) <e/2

=1
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voor iedere n > N’. Uit de driehoeksongelijkheid krijgen we nu direct voor n > N’ dat

N N

p(Tru, P(Ar)) < p (Tfu, ™y Ai(s“) +p (Tf > /\iéggi,P(AT)) <e/2+e/2=c¢
i=1 i=1

Dus inderdaad hebben we ook dat lim, o p(T7'1t, P(A7)) = 0. We concluderen dat er wordt

voldaan aan de voorwaarden van Stelling 6.0.3 met P = T\, M = P(S) en compacte insnoerende

verzameling K = P(Ar). Merk op dat we uit Stelling 6.2.1 krijgen dat de kleinste insnoerende

verzameling A van P gelijk is aan P(Ar).

Neem nu aan dat Ap maar één gesloten baan heeft. Definieer P := T,. Schrijf m voor
de Haarmaat op G = {P" :n € N} C C(P(Ar),P(Ar)) en definieer de invariante maat p* =
J. G g0, dm(g) voor een zekere y € Ar. We herinneren eraan dat deze integraal opgevat kan worden
als verzamelingsgewijze integraal en als Bochnerintegraal wegens Lemma 3.2.1, continuiteit van
x +— gd, en Propositie 2.3.6. Voor elke z € Ap is er door de rijcompactheid van G een h(z) € G
zodat 6, = h(x)d,, dus wegens translatie-invariantie van m geldt er voor elke x € Ap en E €

B(S):

/ 90,(E) dim(g) = / gh(z)8,(E) dm(g) = / 96,(E) dm(g) = 1" (E). (6.3)
g g g

Zij p een onder P invariante maat. Merk op dat pu € A, zodat u(Ar) = 1. Kies g € G willekeurig
en schrijf g = limy_,oo P™ in C(A, A). Wegens Theorem 3.7.9 uit [12], Propositie 2.3.6 en
Gevolg 2.3.7 geldt als Bochnerintegraal én als verzamelingsgewijze integraal:

gu = g/ 0z dp(x) = lim P™* 0y dp(x) = lim P 5, dp(x)
At

k—o0 Ar k—o00 Ar

= / lim P™0, du(x) = / g0, du(z) .
A Ar

T k—o0

Er volgt voor E € B(S) dat

gu(E) = / 96,(B)dp(z), g€,

Ar

en, wegens de stelling van Fubini en Vergelijking (6.3),

W(E) = [ o) amie) = [ (/ () (o) ) il

_ /A T ( [J 46,(E) dm<g>) dpa() = /,4 RAGLIC
= 1 (E).

We concluderen dat P een unieke invariante maat heeft. O

6.2.2 Convergentie van Cesarogemiddeldes

In deze subparagraaf nemen we aan dat we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten en nemen we
haar notatie ook over.

Definitie 6.2.3 (Cesarogemiddeldes). Voor n € N schrijven we P = %Zz;é P* voor de
zogenoemde Cesarogemiddeldes (Engels: Cesaro averages).

Propositie 6.2.4. Neem aan dat S een volledige separabele metrische ruimte is, dat M = P(S)
en dat p afkomt van de Dudleynorm. Veronderstel verder dat P continu is op P(S) en dat P een
unieke invariante kansmaat p* € P(S) heeft. Voor iedere kansmaat p € P(S) convergeert de rij
(P("),u)neN van Cesarogemiddeldes naar p*.
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Bewijs. Zij p € P(S). Allereerst tonen we aan dat p(P(")u,A) — 0 als n — oco. Laat ¢ > 0.
Kies Ny € N zodat p(P*u, A) < €/2 als k > Ni. Neem nu N € N zodat 2N1/N < /2 en
N > Ni, ofwel N > max{Ny,4N;/e}. Merk op voor n > N en v € A:

*

Ni—1 n—1

A E e 2 ()

k=0 k=N1 BL

1 - " 1 n—1
- (H Wl + W) + 2 32 (PE =)
=iVl

oo

*

IN

k=0 BL

*

2N - N 1
_ M no M S P

BL

€ 1

= pF _
<5l 2 P v
BL

*

ZP’“ —v ve A

BL

Zij (ng)ren nu een stijgende rij natuurlijke getallen. Wegens het al bewezen resultaat is
{P(”k)u ke N} relatief compact. Er bestaan daarom een v € P(.5) en een stijgende rij (km)men
van natuurlijke getallen met lim,, o P"m)p = v. Vanwege de continuiteit van P, krijgen we:

m—o0

1
Pv = lim PP, = hm P(”km),u—i—n—(P"’“mu p)=v+0=r.

m

Dus v = p*. Dus iedere deelrij van (P(”) ,u)n cny heeft een deelrij die naar p* convergeert. Het

volgt dat (P(”) u) naar pu* convergeert. O

neN

Voorbeeld 6.2.5. Beschouw Voorbeeld 6.0.1 nogmaals. We deden enige moeite om te bewijzen dat

*(n) 0z = 80/2+61/2 in de Dudleynorm. Nu krijgen we dit resultaat direct uit Propositie

limy, 00

6.2.4.
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Opmerking 6.2.6. Propositie 6.2.4 lijkt op de stelling van Birkhoff-Khinchin. Die zegt dat voor
iedere p € P(S), f € L' (1) en een zogenaamde ergodische afbeelding T : S — S geldt dat

1 n—1
. + k _
s 3o gott = [ fan
k=0
p-bijna overal.

6.2.3 Rol van de drager van de invariante maat

In deze subparagraaf bewijzen we interessante resultaten, zoals Propositie 6.2.9 en Stelling 6.2.13,
voor als we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten met, onder andere, de extra aanname dat er
een unieke invariante kansmaat bestaat.

Voor een topologische ruimte S en een maat p € M™(S) schrijven we L. (1) := {v € M(S) :
v < p}. Dan hebben we L. (1) & L*(p) voor elke 1 € MT(S) via de isometrie uit Lemma 4.3.3.
Het volgende resultaat en zijn bewijs is gebaseerd op Lemma 4.3.2 uit [26] en het bewijs ervan.

Lemma 6.2.7. Zij S een topologische ruime en P een Markov-operator op S met een invariante
maat pi* € P(S). De verzameling L., (u*) N'P(S) is P-invariant, dat wil zeggen dat P(L} (1*) N
P(8)) € Ly (1*) N P(S).

Bewijs. Neem p € L} (p*) NP(S) en neem f € L'(u*) niet-negatief zodat u(A) = [, fdu*
voor A € B(S). Er bestaat een niet-negatieve, niet-dalende rij (fn)neny € L®(p*) = L*®(u)
zodat limy, o0 ||f — faullz1 = 0: neem bijvoorbeeld f, = flf;<,y. Definieer de maat p, door
pin(A) = [, fandp* voor n € N. Dan volgt wegens Lemma 4.3.3 dat

n—oo

[1Ppn = Pullry < llpn = pllry = 1fn = fllpr —— 0.

Bovendien geldt er dat || f,|loopt™ — ptn € MT(S), en dus

I fulloot™ = Phtn = Pl fallos™ = pn) € MT(S)

voor n € N. Het volgt voor elke n € N dat Pu, < p*. Omdat lim,_, Py, = Pu in de norm
van totale variatie, concluderen we dat Pu < p*. Dus Pu € L, (p*) NP(S). O

Lemma 6.2.8. Zij (S,d) een volledige en separabele metrische ruimte en p* € P(S) een kans-
maat. De afsluiting van LL,(1*) NP(S) in (P(S), | - |51) is P(supp(p*)).

Bewijs. We bewijzen eerst dat P(supp(p*)) gesloten is. Zij (pin)nen € P(supp(p*)) een rij die
in || - ||f5;, convergeert naar een zekere maat p € P(S). Definieer f € BL(.S) door

f(x) = min (d(z, supp(u*)), 1).

Dan is f strikt groter dan 0 op supp(u*)€ en is f identiek 0 op supp(u*). We berekenen nu:

(m, f) = HILH;O<Nn7f> = lim Jdun = 0.

00 Jsupp(u*)

Dus fsupp(p,*)cfdlu’ = 0, zodat p(supp(p*)) = 1 en p € P(supp(p*)). Dit laat zien dat
P(supp(p*)) inderdaad gesloten is.

Omdat het convexe omhulsel van {J, : z € supp(u*)} dicht ligt in (P(supp(r*)), | - l5L)
en L. (u*) N P(S) convex is, hoeven we alleen voor iedere zy € supp(u*) te bewijzen dat er
een 1ij (fin)neny van maten binnen LI (u*) N P(S) bestaat met limy, oo fin = 6z, in || - |5 Zij
hiertoe xg € supp(u*). Definieer voor n € N de functie g, := HBl/n(l‘())/'u* (Bi/n(z0)) en de maat

fin € L} (1*) NP(S) door pn(A) = [, gndu*. Merk op dat de g, inderdaad goed gedefinieerd
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zijn vanwege de aanname dat zo € supp(p*). We bewijzen dat limy, o0 ftn, = dz,- Zij ¢ € BL(S).
Dan krijgen we:

s @) — (820, 0] = ' [ omoa —p(ao

/Sgnw — gntp(0) du*‘
< /Slgnso — gn(zo)| dp”
[ @)l lele) — el )
B /n(z0)
<lele [ @)l 0) dp (0)
Bl/n xo

< lele / lgn()] dpa* ()
n Bl/n Zo

“P’L

n
n—00

— 0.
Uit Stelling 4.0.2 samen met de waarneming dat ||u,||Tv = 1 voor iedere n € N volgt nu dat
limy,—yo0 ftn, = 0z, in de Dudleynorm. O

Propositie 6.2.9. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een Markov-operator
op S die continu is met betrekking tot de metriek die wordt geinduceerd door || - ||§. Laat
u* € P(S) een onder P invariante maat zijn. De verzameling P(supp(p*)) is P-invariant, dat

wil zeggen, P(P(supp(u*))) € P(supp(p*)).

Bewijs. 7ij p € P(supp(p*)). Kies € > 0 willekeurig. Omdat P continu is, bestaat er een 6 > 0
zodanig dat || Pv — Ppl|;, < € geldt wanneer v € P(S) en ||v — pl|fy, < 0. Wegens Lemma 6.2.8
bestaat er een v € L} (u*) NP(S) zodat ||v — |, < 8. Dus |[|[Pv — Ppu||g; < . Uit Lemma
6.2.7 krijgen we Pv € L. (u*) NP(S), zodat

p(Pp, P(supp(p*))) < p(Pp, Ly, (1*) N P(S)) < p(Pp, Pv) < e.

Hier is p de door de Dudleynorm geinduceerde metriek op M(S). Omdat ¢ > 0 willekeurig
gekozen was, krijgen we dat p(P,u, P(supp(u*))) = 0. Uit de geslotenheid van P(supp(u*)) zien
we nu dat Pu € P(supp(p*)). O

We werken in de volgende resultaten toe naar Stelling 6.2.13. We nemen voor de rest van
de subparagraaf aan dat we weer in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten, en we nemen ook haar
notatie over. We nemen aan dat S een volledige en separabele metrische ruimte is, dat M = P(.5)
en dat p atkomt van [ - ||3;,. Verder nemen we aan dat P regulier en Markov-Feller is, en dat P
een unieke invariante maat p* € P(S) heeft.

Lemma 6.2.10. Voor p € A\ P(supp(u*)) is er een € > 0 zodat p(P™p, ANP(supp(p*))) > €
voor alle n € N.

Bewijs. Zij p € A\ P(supp(p*)). Het voldoet om te bewijzen dat O, N AN P(supp(p*)) = 2,
omdat A N P(supp(u*)) compact is en O, gesloten. Stel dat v € O, N AN P(supp(p*)). Dan
volgt met Lemma 6.1.6 en Propositie 6.2.9 dat

peO,=0,={Pw:neN}C P(supp(u*)).

Dat is een duidelijke tegenspraak. O
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Lemma 6.2.11. Zij p € A en e > 0. Definieer N. = {x € S : d(z,supp(p*)) < e}
en C. = S\ N.. Er is een strikt stijgende rij (ng)ren van natuurlijke getallen zodanig dat
limg 00 (P™ p)(Ce) = 0.

Bewijs. We weten van Propositie 6.2.4 dat lim,_ Py = p* in de Dudleynorm. Stelling
3.0.1 geeft dat lim, o P(")u = u* zwak. Volgens de portmanteaustelling, Stelling 4.0.1, en de
geslotenheid van C;, geldt er dat

0< lirginf P™ (C.) < limsup P p(CL) < p*(C.) = 0,

n—oo

zodat lim,, .o % Zz;é P*1(C.) = 0. In het bijzonder geldt inf,,>n P"u(C:) = 0 voor elke N € N.
We vinden:

DR PG = Jin B PG = i 0=0
Dit bewijst de uitspraak. O

Lemma 6.2.12. Zij p € P(S) en e > 0. Laat V C S een Borelverzameling zijn. Definieer
N(V)={z € S:d(z,V) <e} en stel dat (N:(V')) = 1. Dan geldt p(p, P(V)) < e.

Bewijs. Kies 6 > 0 willekeurig. Merk op dat N := N.(V) C {x € S : d(z,V) < e}. Omdat het
convexe omhulsel van {0, : x € N} dicht ligt in P(N), bestaan er een n € N, ay,...,a, € (0,1]
en x1,...,o, € N zodat D1 ya; = 1en || — 31" aiby, ||, < 6. Voor i € {1,...,n} bestaat
er een y; € V zodat d(z;,y;) < € +0. We krijgen dus ||0z, — 0y, |5 < d(2s,y5) < € + 6 voor
i=1,...,n. Definieer v =" | a;8,, € P(V). Er volgt dat

Zn: az‘(sxi -V zn: ai(éwi — (5%)
=1 =1

Met de driehoeksongelijkheid zien we nu direct dat p(u, P(V)) < ||u — v|§, < £ + 2§. Omdat
0 > 0 willekeurig was, concluderen we dat p(u, P(V)) < e. O

* *

< aillde, — Oy ll5 < D aile+0) =+
=1

BL BL =1

Stelling 6.2.13. Er geldt dat A C P(supp(p*)).

Bewijs. Zij i € A. In het licht van Lemma 6.2.10 voldoet het om te laten zien dat er een strikt
stijgende rij (my)gen van natuurlijke getallen bestaat zodat limy e p(P™ p, P(supp(p*))) =
0. Als een dergelijke rij (mg)ren namelijk bestaat, dan convergeert een zekere deelrij van
(P™ p)keny C A vanwege compactheid van A naar een element in P(supp(u*)) N A, zodat
p € P(supp(p*)) wegens Lemma 6.2.10.

Laat € > 0 en definieer N; = {x € S : d(x,supp(p*)) < e} en C. = S\ N.. Kies met behulp
van Lemma 6.2.11 een stijgende rij (ng)ren van natuurlijke getallen zodat limg_, oo P u(Ce) = 0.
Neem zonder verlies van algemeenheid aan dat P™ u(C:) # 1 voor alle k € N. Zij k € N.
Definieer 1 = P™pu(- N Ce) en ug = P™pu(- N N:)/(1 — P u(Ce)) € P(S). Dan hebben we
P = py + (1 — P u(C:))pe. We krijgen daarom voor v € P(S) dat

[P — g, = ([ — P p(Co)v + (1 — P u(Ce))pe — (1 — P u(Ce))v|pL
< g + [P p(Ce)v |, + [[(1 = P u(Ce))pz — (1 — P™ u(Ce))v gL,
= P"u(Ce) + P u(Ce) + (1 — P p(Ce))llp2 — vlpL
<2P"u(Ce) + [[pu2 — V|5

Uit Lemma 6.2.12 volgt dat p(uz, P(supp(u*))) < e. We zien nu:

p(P™ i, P(supp(p*))) < 2P pu(Ce) + p(pa, P(supp(p*))) < 2P™pu(Ce) + .
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Laten we k — oo, dan volgt dat lim supk._mop(P”ku,P(supp(u*))) < &. Voor iedere € > 0 en
N € N bestaat er dus een n > N met p(P”u, P(supp(u*))) < 2e. Hieruit volgt het bestaan van
cen strikt stijgende rij (my)ren van natuurlijke getallen zodat limy_,e p(P™ i, P(supp(p*))) =
0, zoals gewenst. O

Opmerking 6.2.14. In het geval dat P een transport-operator T is voor een zekere continue af-
beelding T : S — S is het bewijs van Stelling 6.2.13 eenvoudiger. Schrijf Ap voor de verzameling
als in Stelling 6.2.2. Zij x € supp(u*). Dan geldt er vanwege Propositie 6.2.9 dat

{Ta} = supp(Pé,) C supp(u”).
Maar uit Stelling 6.2.1 weten we dat A7 maar één baan onder T heeft. Dus
Ap = {T"z : n € N} C supp(u*).
Het volgt dat A = P(Ar) C P(supp(n*)).

Gevolg 6.2.15. De afbeelding P beperkt tot een afbeelding P(supp(u*)) — P(supp(p*)) voldoet
aan de voorwaarden voor Stelling 6.0.3, met M = P(supp(u*)) en K = A C P(supp(p*)).

6.3 Asymptotiek voor de norm van totale variatie

In deze paragraaf nemen we aan dat de metriek p uit Stelling 6.0.3 afkomt van de norm van
totale variatie. Het helpt dan om te weten hoe compacte verzamelingen eruitzien in de norm van
totale variatie. In deze paragraaf is S een topologische ruimte.

Stelling 6.3.1. Zij A C P(S) een compacte verzameling in de norm van totale variatie. Dan
bestaat er een maat v € P(S) zodat er voor iedere ¢ > 0 een § > 0 bestaat zodanig dat
sup,ca M(E) < & wanneer v(E) < 0 en E € B(S). In het bijzonder geldt p < v woor
alle p € A en hebben we voor iedere naar & dalende rij (Ey,)neny van Borelverzamelingen dat

limy, 00 SUP e 4 w(Ey) = 0.

Bewijs. Merk op dat A rijcompact is. Het resultaat volgt nu uit Theorem IV.9.2 uit [5]. O
Een simpel gevolg van Lemma 4.3.3 en Stelling 6.3.1 is het volgende.

Gevolg 6.3.2. Zij A C P(S). Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:

1. A is compact in de norm van totale variatie;

2. Er bestaat een maat v € P(S) zodanig dat pp < v geldt voor iedere € A en {d—“ D p € A}

v

compact is in L*(v);

3. Er bestaat een maat v € P(S) zodanig dat u < v geldt voor iedere p € A, en voor elke
dergelijke kansmaat v is {g—‘lf T uE .A} compact in L*(v).

Voorbeeld 6.3.3. Neem S = [0, 1] en kies 6 € (0,1]. Zij A de Lebesguemaat op [0, 1]. Definieer

1
M = {5)"[a,a+6] rac [0,1 —(5]}

We laten zien dat M compact is in de norm van totale variatie. Voor iedere p € M geldt
dat p < A Zij (pn)neny € M een rij. Definieer a,, € [0,1 — ] voor n € N als het getal

zodat p, = %)‘|[an,an+6}' Merk op dat %\” = %]l[amanJﬂ;] voor n € N. Er bestaat een stijgende
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rij natuurlijke getallen (ng)ren zodat a = limg_ oo an, € [0,1 — 0] bestaat, omdat [0,1 — J]

(rij)compact is. Maar dan convergeert (dﬁ#)k N in L'()\) naar %Il[a,aﬂ;] vanwege de berekening
€

J 8 ] = B 93 = Mg, + 81\ o+ 81)+ A+ 8]\ [, + )

k—o0

<2|ay, —a] —— 0.
Dit laat zien dat {3—‘; RS M} (rij)compact is.

Stelling 6.3.4. Zij v € P(S), en laat M C P(S)N{u € M(S) : p < v} = P(S)NLL(v)
een verzameling kansmaten zijn. Veronderstel dat er voor iedere 1ij (fn)neny € M een deelrij
(ftn,, )ken en een maat p € M bestaan zodat limy_,oo fin, (E) = p(E) voor iedere E € B(S) en

lim u({xES:’d'unk—dM >5}>:0

k—so0 dv dv| —

voor elke € > 0. Dan is M compact.

Bewijs. We bewijzen dat M rijcompact is. Zij (in)neny € M een rij. Per aanname bestaan er
een deelrij (pn, )ken en een maat p € M zodat limy_,o0 fin, (E) = p(E) voor iedere E € B(S) en

lim V({xES:’d'un’“—du Za})zO

k—o0 dv dv
voor elke e > 0. De rij (pin,, ),cy convergeert wegens Theorem IV.9.5 in [5] o(M(S)1v, M(S)Ty)-

dpn
zwak naar p. Maar ( ZV’“) convergeert dan o (L'(v), L!(v)*)-zwak naar 3—5 wegens Lemma
keN

4.3.3. Vanwege Theorem IV.8.12 uit [5] convergeert (dgzk )k o in || - ||g1() naar g—‘y‘ Lemma
€

4.3.3 geeft ons dat limy_,oo ftn, = i in de norm van totale variatie. O

Wat betreft de structuur van de verzameling A zoals in Stelling 6.0.3 waar p afkomt van
| - [[Tv, hebben we tot nu toe alleen de resultaten van Paragrafen 5.3 en 6.1. Echter, er zijn
andere resultaten, gerelateerd aan Stelling 4.3.5, die vrijwel de hele structuur van A geven. Zie
bijvoorbeeld [17] en [18]. Zoals Theorem 1 uit [18] aangeeft, is A dan namelijk het convexe
omhulsel van een eindig aantal maten. Theorem 1 is verzwakt en in onze notatie in Stelling 6.3.6
opgeschreven. Daarvoor hebben we wel eerst de definitie van een zogeheten band nodig.

Definitie 6.3.5 (Band). Een verzameling M C M(S) heet een band (Engels: band) als voor
iedere v € M en p € M(S) met pu < v geldt dat u € M.

Merk op: als we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten waar p afkomt van de norm van totale
variatie en M de doorsnede van een band met P(S) is, dan is de verzameling A convex wegens
Gevolg 6.1.4 en compact. We kunnen dan dus spreken over de extreme punten van A.

Stelling 6.3.6. Neem aan dat we in de situatie van Stelling 6.0.3 zitten en neem haar nota-
tie over. Veronderstel dat p afkomt van de morm wvan totale variatie en dat M de doorsnede
van een band met P(S) is. Dan bestaan er een natuurlik getal r, maten vi,...,v, € A en
corresponderende afbeeldingen A1, ..., A\, : P(S) — R zodat voor iedere p € M geldt dat

T
Jim [P = Ni(p)vany| =0,
=1 TV
waar o een permutatie van {1,...,r} is zodat P(v;) = va) voor i = 1,...,r. Bovendien

bestaat er een N € N met PNy, = v; voor i = 1,...,r. Ook geldt er voor iedere p € M dat
Yoy Ai(p) = 1. In het bijzonder hebben we A =co({v1,...,v,}), heeft A dus eindig veel extreme
punten en is G eindig.
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Bewijs. Dit is een zwakkere versie van Theorem 1 uit [18]. O

Voorbeeld 6.3.7. Dit voorbeeld is gebaseerd op een voorbeeld uit [20]. Zij S een topologische
ruimte. Laat p € P(S5), en kies cen meetbare functie k : $2 — [0, 00) zodat [¢ k(z,y) du(z) =1
voor elke y € S. Neem verder het bestaan van een ko € L' (1) zodat k(z,y) < ko(z) geldt voor
alle y € S aan. Neem M = {v € P(9) : v < u} = P(S) N LL (u). Definieer P : M — M als
volgt. Zij v € M. Neem f € L'(u) zodat v(A) = [, fdu geldt voor alle A € B(S). Definicer

voor A € B(S) dan
~ [ Pran,
A

(ﬁg) (z) = /Sk(x,y)g(y) du(y), g€ L'(p),z€s.

waar P : LY (p) — L' (u) gegeven wordt door

Dan geldt inderdaad Pv € M, onder andere vanwege

(Po)(s) = [ (Pr)(a)d // (2, 9)7 () ) ()
// (e.)1 /f ) dn(y) = (S)

Merk op dat voor elke v € M geldt dat d(f;” = ]3(%. Laat

K’:{ueM:Odegko}
dp

en

K=P(K'), K ={fel"w:|flp=1,0<] <k} K=P(K).

We zitten in de situatie van Stelling 6.0.3 en Stelling 6.3.6 als we bewijzen dat K compact is en
dat K de elementen van M puntsgewijs aantrekt. Dat laatste is het geval omdat Pv € K "en
P2?y € K geldt voor iedere v € M. Verder is K compact dan en slechts dan als K compact is
wegens Lemma 4.3.3. We zijn dus klaar als we laten zien dat K compact is.

Nu, K' is relatief zwak compact dan en slechts dan als K’ uniform integreerbaar (Engels:
uniformly integrable) is. Dit resultaat staat ook wel bekend als de stelling van Dunford-Pettis
en is ook te zien uit Theorem IV.8.9 uit [5] en de stelling van Eberlein-Smulian, zie bijvoorbeeld
Theorem V.6.1 in [5]. Maar K’ is duidelijk uniform integreerbaar, dus K’ is relatief zwak compact.
Zij (fn)nen C K’ een rij die convergeert naar f € L'(p). Dan krijgen we direct dat ||f||;1 = 1.
Ook is er een deelrij (fn,)rey © K’ die puntsgewijs bijna overal naar f convergeert. Dus

0 < f < ko en daarmee f € K’. Het _volgt dat K’ gesloten is. Omdat K’ convex is, is K’
zwak gesloten dan en slechts dan als K’ gesloten is, zie Theorem V.3.13 uit [5]. Dus K’ is
ook zwak gesloten, wat laat zien dat K' zwak compact is. Merk op dat P continu is en dat
P (B1(0)) € {f € LY () : |f| < ko} uniform integreerbaar en daarmee relatief zwak compact

is. In andere woorden, P is continu en zwak compact. Omdat L'(u) de zogenaamde Dunford-
Pettis-eigenschap (Engels: Dunford-Pettis property) heeft, is K = ﬁ([? ! ) compact in || || z1. Zie
Théoréme 1 in [7], of Theorem 5.4.5 in [1], voor een bewijs dat L'-ruimten de Dunford-Pettis-
eigenschap hebben.
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6.4 Vergelijking van situaties in Dudleynorm en norm van totale
variatie

In deze paragraaf vergelijken we Stelling 6.3.6 met onze resultaten rondom de Dudleynorm, in het
bijzonder Stelling 6.2.13. Die eerste stelling is in zekere zin sterker dan de laatste: nemen we aan
dat P een unieke invariante maat heeft in de situatie van Stelling 6.3.6, dan moet die maat wel
p* =130 v zijn. Ook is iedere maat v € A = co({v1,...,v,}) van de vorm v = 7, a;v;,
met ai,...,a, € [0,1]. Dus de drager van iedere v € A is bevat in (J;_, supp(v;) = supp(p*).
Met andere woorden, A C P(supp(u*)).

Echter, van Stelling 6.2.13 krijgen we niet per se dat A C P(supp(p*)) in de situatie van
Stelling 6.3.6. Stel dat we in de situatie van Stelling 6.3.6 zitten en neem aan dat P een unieke
invariante maat heeft. We kunnen Stelling 6.2.13 in dit geval niet gebruiken omdat niet aan
de voorwaarden wordt voldaan. Het eerste probleem is dat de domeinen van de betreffende
afbeeldingen P in de stellingen niet overeenkomen. En hoewel een insnoerende verzameling in de
norm van totale variatie ook een insnoerende verzameling in de Dudleynorm is, is equicontinuiteit
in de || - ||, -norm niet gegarandeerd. Andersom kunnen we kijken naar de vraag welke extra
aannames we kunnen doen over een afbeelding P : M — M als in Stelling 6.0.3, waarbij de
metriek p afkomt van de Dudleynorm, zodat P ook voldoet aan de voorwaarden voor Stelling
6.0.3 als de metriek afkomt van de norm van totale variatie.

In het licht van Stelling 3.1.6 zien we dat we het noodzakelijk is dat een insnoerende ver-
zameling in de norm van totale variatie in zekere zin uniform insnoerend moet zijn over alle
toelaatbare metrieken d op de Poolse ruimte S zodat (S, d) volledig is.

Propositie 6.4.1. Stel dat S een Poolse ruimte is, laat M C P(S) en zij P : M — M een
afbeelding. Schrijf Ds voor de verzameling toelaatbare metrieken d op S zodat (S,d) volledig is.
Veronderstel dat K C M een insnoerende verzameling voor P is in de norm van totale variatie.
Dan wvolgt dat

sup inf || P"p — vl 4~ 0

deDg veK ’

voor elke € M.

Bewigs. Zij u € M. We berekenen met behulp van Stelling 3.1.6:

sup inf ||P"u— vy, 4 < inf sup [|P"u—vllgy g = inf |[P"u— 22250
sup Il 1P = vlgea < inf sup [P0 = vllpra = Inf 1P = vl

Dit is wat we moesten bewijzen. O

In de norm van totale variatie weten we de structuur van A en de bijbehorende groep G uit
Stelling 6.0.3. In het algemene geval hebben we alleen de resultaten van Paragrafen 5.3 en 6.1.
In het geval waar de metriek p afkomt van de Dudleynorm hebben we daarnaast de resultaten
uit Paragraaf 6.2.

o7



Voldoende voorwaarden voor de e-eigenschap

Een eenvoudig gevolg van Stelling 6.0.3 is het volgende.

Propositie 7.0.1. Laat S een separabele en volledige metrische ruimte zijn en zij P : M™(S) —
MT(S) een asymptotisch stabiele Markov-operator. Geef M™(S) de metriek die afkomt van de
Dudleynorm. Neem aan dat P continu is en dat {P™ : n € N} als verzameling afbeeldingen op
P(S) equicontinu is in de unieke invariante maat. Dan is {P™ : n € N} equicontinu op M*(S).

Bewijs. Schrijf p* € P(S) voor de unieke invariante maat. Dan voldoet P aan de voorwaarden
van Stelling 6.0.3 met M = P(S) en K = {u*}, waar p atkomt van de Dudleynorm. We krijgen
dus dat {P™ : n € N} als verzameling afbeeldingen van P(S) naar P(S) equicontinu is. Kies
€ MT(S) willekeurig. Als u = 0, dan is equicontinuiteit in p duidelijk: voor elke € > 0 geldt
voor d =& >0 enve MT(S) met |[v— 0|5, <0 dat

sup || P"v|[gy, = sup [[P"v]|lov = [[v[lvv = [[vl[pL <e.

neN neN
Neem in het vervolg aan dat pu # 0. Neem verder zonder verlies van algemeenheid aan dat
p € P(S). Neem een rij (fm)men € M™T(S) die convergeert naar p. In het bijzonder convergeert
(4 (S))men naar pu(S) = 1. Neem zonder verlies van algemeenheid aan dat p,, # 0 voor elke
m € N. Dan krijgen we:

*

fm(S) - P (mfjgg)) ~m(S) - Pt (n(S) — )P

sup || P" tn — P™pl|pr, = sup
neN

neN BL
< sup ()| P (255 ) = P+ n(5) = Pl
neN pm(S) BL
Hm ’
= tm(S) | sup fﬂl< ) - pP" >-+ m(S) —1
() (sup| P (2 ) = P ) ) =
"0, (8) -0+ [u(S) — 1)
=0.

Dit laat zien dat {P™ : n € N} inderdaad als verzameling afbeeldingen op M™(S) equicontinu
is in . O

Het is in de praktijk lastig te bepalen wat de invariante maat is, en dus al helemaal om
equiconintuiteit erin te bepalen. We zullen in dit hoofdstuk een constructie maken van maten
waarmee we resultaten kunnen bewijzen die de e-eigenschap garanderen. Aan het einde, in
Proposities 7.2.18 en 7.2.19, zien we hoe we die resultaten kunnen gebruiken om equicontinuiteit
makkelijker te bepalen.
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Definitie 7.0.2 (e-eigenschap in een punt). Zij S een metrische ruimte en P een reguliere
Markov-operator op S met duale U. Dan heeft P de e-eigenschap in een punt z € S (Engels:
e-property in a point z € S) als {U™ f },en equicontinu in z is voor iedere f € BL(S).

Opmerking 7.0.3. Een reguliere Markov-operator P op een metrische ruimte S heeft de e-
eigenschap dan en slechts dan als P de e-eigenschap heeft in ieder punt van S.

7.1 Een decompositieconstructie voor kerniteraties

We geven in deze paragraaf de eerder genoemde constructie, die onder andere in [15] staat. Ze
komt waarschijnlijk van Lasota en komt veelvuldig voor in werk van Tomasz Szarek. De reden
achter de naam van deze paragraaf is dat een Markov-operator P kan worden opgevat als de
overgangskern van een Markovproces in discrete tijd. De constructie geeft een decompositie
van de iteraties P"J,. Hier kan P"§, worden opgevat als de verdeling van de nde stap in het
Markovproces met begintoestand z. Om de juistheid van de constructie aan te tonen gebruiken
we een hulpstelling.

Lemma 7.1.1. Zij pu een eindige, positieve maat op een zekere meetbare ruimte (X, <), zij I een
indexverzameling, en laat (X;)ier een familie van paarsgewijs disjuncte meetbare verzamelingen
in (X,8) zign. Dan is het aantal i € I met u(X;) > 0 aftelbaar.

Bewijs. Definieer

n

Ay = {ieI:M(XZ-) > 1}

voorn € Nen A :={i € I : p(X;) > 0}. Dan is A, eindig voor elke n € N. Anders is er een
n € N en een rij (ig)reny € Ay, C I van verschillende indices, zodat

00 > (S) ZM( U X@-) Zu(U X> = nXi) > Z% = oo.
k=1

1€AR k=1 k=1
Het volgt direct dat A = J;~ , A, aftelbaar is. O

Lemma 7.1.2. Zija >0, S een metrische ruimte, en p € M*(S). Neem aan dat er een x € S
en een r > 0 bestaan zodat (B, (x)) > a. Dan bestaat er een 0 < 1’ < r zodat (B, (x)) > « en
#(0By (x)) = 0.

Bewijs. Laat d de metriek op S zijn. Omdat limgy, p(Bs(x)) = p(Br(z)) > o, is er een s < 7
met p(Bi(x)) > « voor elke t € (s,7). Merk op: voor elke t € (s,7) geldt er

0By(z) = Bi(x) \ Be(z) C Be(x) \ Bi(z) = {y € S : d(,y) = t}.

Dus (0B¢(x))e(s,r) is een familie van paarsgewijs disjuncte meetbare verzamelingen. Wegens
Lemma 7.1.1 moet er een 1’ € (s,r) bestaan met u(9B,s(z)) = 0. Maar per definitie van s geldt
ook dat u(B(x)) > a. O

Opmerking 7.1.3. In [25] wordt Lemma 7.1.2 simpelweg gebruikt. De vraag rees hoe het bewezen
kon worden. Het antwoord op Mathematics Stack Exchange is hier overgenomen, weliswaar
vertaald en wat uitgebreider opgeschreven.!

"Het woord ‘antwoord’ is een in de pdf-versie klikbare link naar de website https://math.stackexchange.
com/questions/1415968.
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We geven nu de constructie. Zij S een volledige separabele metrische ruimte en P : M*(S) —
M™(S) een reguliere Markov-operator die Markov-Feller is. Geef M™(S) en P(S) de zwakke
topologie, ofwel de topologie die wordt geinduceerd door de Dudleynorm. Gegeven een vijftal
(k,z,xp,r,0) met k € N, z € S, z9p € S, r > 0 en a € (0,1), construeren we onder later

gespecificeerde aannames, zie Vergelijkingen (7.1) en (7.2), natuurlijke getallen ng,...,ng, een
open omgeving O C S van xp en kansmaten v en puf op S voor i = 1,...,k en x € O. Met
inductie bepalen we de volgende objecten voor i =1,...,k:

e Een natuurlijk getal n;;
e Een open omgeving O; C S van xg;

e Een kansmaat v € P(S) voor iedere x € O; zodat de afbeelding O; — P(S) :  — vF
continu is in xg;

e Een kansmaat pf € P(S) voor iedere x € O; zodat de afbeelding O; — P(S) : & +— u?
continu is in xg.

We definiéren ze op zo’n manier dat
e de ongelijkheden in Vergelijkingen (7.1) en (7.2) waar zijn voor de n; en 1;°;
e de v voor = € ﬂle O;=:0enl=1,...,k geconcentreerd zijn op B,(z), ofwel

VE(Br(2) = ... = i (Bo(2)) = L

e voorx € Oenn>ny+...+ng geldt dat
k ' )
POy = (1—a)FPr=m =g+ 0y (1= @) TP =y
i=1

Basisstap: Als eerste nemen we aan:
Er bestaat een ny € N zodat P"'6,,(By(z)) > a. (7.1)

We kunnen Lemma 7.1.2 gebruiken om een r; < r te vinden met P™d,,(By, (2)) > a en
P™§,,(0By, (2)) = 0. Definieer de kansmaten v;° en p7° door

_ P"oy (N By (2)) 1

o) — To _ Pnl(;x o ToY
v’ () Pis,. (Bri(2)) en [ 1-a a( o — ay’)

Merk op dat de afbeelding S — P(S) : = — P™{, zwak continu in xg is wegens de
continuiteit van P, en dat {u € P(S) : u(By, (2)) > a} 3 P™é,, open is in P(S) wegens
de portmanteaustelling. Het inverse beeld van deze verzameling onder de afbeelding bevat
daarom een open omgeving O; van zg. We vinden dat P™§,(By, (z)) > a voor alle z € O;.

Verder zien we dat p7° een positieve maat is, omdat voor E € B(S) geldt dat

(1 = " (B) = P60y (B) = sy P40l B 1 By (2))
> Pnlézo(E) - Pnldwo(E N BTl(z))

>0,

oftewel pi°(E) > 0. Ook is pi°(S) gelijk aan 1, zodat pi° inderdaad een kansmaat is.
Definieer nu voor x € O; de kansmaten v{ en uf op S door
_ P (N By (2))

1
T\ — T _ n1 _ x
141 ( ) ”1537( N (Z)) en Uy 1 (P 51« (0741 )
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Om dezelfde reden als boven is u{ voor elke x € O; inderdaad een kansmaat. We bewijzen
nu dat de afbeelding O — P(S) :  — v{ continu is in z9. Neem een 1ij (Zm;)men C O1
die convergeert naar xy. We weten dat lim, oo P™ 95, = P™d,, omdat P Markov-Feller
is. Wegens de portmanteaustelling en door P"6,,(0B;,(2)) = 0 geldt er:

lim inf P™6,, (B, (2)) > P8, (B, (2)) = P16y, (Brl(z)> > limsup P™4,,, (Brl(z))

m—00 m—00

> limsup P™6,, (B, (2)).

m—00

Er volgt dat limg,—so0 P™ 3y, (Br,(2)) = P™d4,(Byr,(2)). Dus voor een open verzameling
E C S geldt, weer wegens de portmanteaustelling:

e PO (B0 B (2) L PM, (BN By (2))
liminfui(B) =liminf — =y = it S B, ()
Py, (E N By, (z)) z0
= E).
Z P B B

Dus limy, o {™ = 17 door de portmanteaustelling. Dit bewijst dat x — v{ continu is
in zo. Hieruit is het duidelijk dat = — p7 ook continu is in zg.

Inductiestap: Neem nu aan dat we voor een zekere | € {1,...,k — 1} het natuurlijke getal ny,
de open omgeving O; van zg en de kansmaten v{ en uj voor x € O; hebben gedefinieerd.
We nemen aan:

Er bestaat een n;41 € N zodat P™"+1 17 (B, (2)) > a. (7.2)

Wegens Lemma 7.1.2 bestaat er nu een 7,1 < r zodanig dat P™+1 (B, (2)) > o en

P10 (0B, (2)) = 0. Definieer de kansmaten v, en p?; door
Pt (-0 Bryy, (2)) 1
To () — l Tl+1 o _ P+ To o )
v () Pt (B, (2)) e Hp = a( Hq O‘Vlﬂ)

Op precies dezelfde manier als bij de basisstap zien we dat Vﬁ_’l en ,u"fil kansmaten zijn.
We krijgen ook op vergelijkbare manier een open omgeving O; 11 C O; van xg zodanig dat
P i (By,,, (2)) > a voor alle x € Opy1: hier gebruiken we de continuiteit van x > uf
in xg. Definieer voor x € O;11 nu

a0 = Dot P ()

Precipg (Bry,, (2))
Net als bij de inductiestap zien we dat 1", | en p, | kansmaten zijn voor iedere x € Op11. We
kunnen, weer gebruikmakend van de continuiteit van x — pf in xg, ook op een soortgelijke

wijze laten zaten dat de atbeeldingen O;11 — P(S) gedefinieerd door x — v | en @ — uf,
continu zijn in zg.

1
en Mf+1 = T (P"l“,uf — auﬁ_l).

Neem O := ﬂle O;. We bewijzen nu de geclaimde eigenschappen. De ongelijkheden in Ver-
gelijkingen (7.1) en (7.2) zijn per constructie waar voor de n; en p;°. Het is ook duidelijk dat
vi(Br(2)) = ... = v{(B;(2)) = 1 voor alle x € O. De andere eigenschap is gemakkelijk met
inductie te bewijzen: er geldt voor x € O dat

Pnl—&—...—s—nk&r — Png—&—...—l—nkpnl(;x — Pn2+...+nk (Oél/lm 4 (1 o a):“’f)
— aPn2+...+nkylz + (1 o Oé)Pn3+"'+nkPn2,uff
= P 4 (1= Q) PR (a4 (1= a)us)

— aPn2+...+nkylz 4 Oé(l o a)Pn3+...+nky2z 4 (1 . 04)2Pn3+"'+nku§

= Pty (1 —a)Pre et 4 4l — )Pl 4 (1 — a)kud.
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Dus voor x € O en n > ny + ...+ ng krijgen we:

P, =aP" "+ a1l — oz)k_lP”_”l_"'_”’Cl/fCC +(1- a)kP”_”l_”'_"’“,uglg

k .
=(1- oz)kP”_"l_'”_"’“,u’,g + Z(l — a)i—lpn—zj§:1 "L
i=1

7.2 Uitbreidingsresultaten vanuit de constructie

In deze paragraaf bespreken we de resultaten die we kunnen halen uit de in Paragraaf 7.1 gegeven
constructie. Het gaat dan vooral om resultaten die de e-eigenschap in meer punten, soms alle
punten, geven, als gegeven is dat een Markov-operator in een bepaald punt de e-eigenschap heeft.

Stelling 7.2.1. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een asymptotisch stabiele
requliere Markov-operator op S die Markov-Feller is. Schrijf u* € P(S) voor de unieke invariante
maat en U voor de duale van P. Neem aan dat er voor iedere f € BL(S) en € > 0 een punt
z € supp(p*) en een open omgeving O van z bestaan zodat U™ f(x) — U™ f(2)| < € voor iedere
n €N enx € O. Dan heeft P de e-eigenschap.

Bewijs. 7ij xy € S. Kies f € BL(S) en ¢ > 0 willekeurig. Kies z € supp(u*) en r > 0 zodat
sup,en (U™ f(2) —U" f(2)| < €/4 voor alle x € B,.(2). Kies o := p*(By(2))/2 > 0 en neem k € N
26 dat 2(1 — @)¥||f|loo < /2. Laat n1,...,n; €N, O C S en vf, u? € P(S) voori = 1,...,k
en z € O zijn zoals in de constructie vanuit (k, z, xo, 7, ) in Paragraaf 7.1. Merk op dat die
constructie mogelijk is omdat aan de aannames van Vergelijkingen (7.1) en (7.2) wordt voldaan.
De portmanteaustelling en de asymptotische stabiliteit geven namelijk dat

liminf P"u(By(z)) > u*(Br(2)) > «

n—oo

voor elke p € P(S). Voor iedere i € {1,...,k}, n € Nen z € O geldt er verder, vanwege het feit
dat v en 1 geconcentreerd zijn op B (z2):
(PvE, f) = (P Ol = 1, UM f) = (7, U™ )
< | UM f=U"Fa)| + [, U f = U™ f(2))]
< @5 UMF=U"F2)N) + (UM = U™ f(2)])

<el/d+e/d=¢/2.
Dus voor £ € O enn > ny + ...+ ng volgt dat

U f(2) = U" f(wo)| = [(P"00 = P"bxy, [)]

k .
<<1 — )FPPTT T () @ Y (1= @) TP R (i — ), f>‘
=1

k

< 21— a)|lfloe +a Y (1= @) (PP R ), f)|

=1

k
<e/2+ aZ(l —a) /2

i=1
<e.

Nu kunnen we een open verzameling O’ C O om zy heen vinden zodat |U™f(z) — U" f(x0)| < €
voor alle n € N en z € O'. Dit bewijst dat P de e-eigenschap in z( heeft. Aangezien x
willekeurig gekozen is, concluderen we: P heeft de e-eigenschap. O
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Het volgende resultaat komt uit [19] en is een direct gevolg van Stelling 7.2.1.

Gevolg 7.2.2. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een asymptotisch stabiele
requliere Markov-operator op S die Markov-Feller is. Schrijf u* € P(S) voor de unieke invariante
maat. Als P de e-eigenschap heeft in een punt z € supp(u*), dan heeft P de e-eigenschap.

Bewijs. Als P de e-eigenschap heeft in een punt z € supp(u*), dan voldoet z voor alle f € BL(S)
en € > 0 in Stelling 7.2.1. d

Het volgende resultaat komt uit [15] en het bewijs ervan is gebaseerd op Lemma 2.4 uit
datzelfde artikel. Hier laten we zien dat dit resultaat valt af te leiden uit Stelling 7.2.1.

Gevolg 7.2.3. Zij (S,d) een volledige en separabele metrische ruimte en P een asymptotisch
stabiele regquliere Markov-operator op S die Markov-Feller is. Schrijf u* € P(S) voor de unieke
invariante maat. Als het inwendige van supp(u*) niet-leeg is, dan heeft P de e-eigenschap.

Bewijs. Veronderstel dat het inwendige van supp(u*) niet-leeg is. Schrijf U voor de duale van
P. We gaan de voorwaarde voor Stelling 7.2.1 na. Zij f € BL(S) en kies € > 0 willekeurig. We
gebruiken de categoriestelling van Baire. Zij W C supp(u*) een niet-lege open deelverzameling
van S. Dan is Y = W niet-leeg en volledig. Definieer

Y, ={yeY : [U"f(y) — (u*, f)| <e/3 voor iedere m > n}, n € N.
Merk op dat
Vo= (N{yeY U™ fy) — (", [)] <e/3}

m=n
gesloten is voor iedere n € N, omdat P Feller is. Verder hebben we voor elke y € S dat
. m o * — . m _ * < . m _ * || * . —
Tim [U™ ()~ ()] = lim (P76, f) ) < Tim [|P78, — -l = 0,
zodat Y = |2, Y,. De categoriestelling van Baire zegt nu dat er een N € N bestaat zodat
Yy als deelverzameling van Y een niet-leeg inwendige heeft. Er bestaat dus een in de ruimte
W open verzameling V C Yy. Er is een open verzameling V/ C S zodat V = V' N'W. Neem
v eV =V'NW en kies § > 0 zodat Bs(v) C V'. Er bestaat nu een z € Bs(v) met z € W.

Dan vinden we dat z € V' N W. In het bijzonder geldt z € supp(u*). Neem 7’ > 0 zodat
B.(z) CV/'NW C V. Dan geldt voor elke = € B, (z) dat z € Yy, zodat

U™ f(x) = U™ f) < U™ (@) = (u's O+ K /) —U™f(2)| <e/3+e/3<e

voor alle m > N. Wegens continuiteit van Uf,...,UN"1f in z kunnen we nu een r € (0, ']
vinden zodat |[U™ f(x) — U™ f(z)| < € geldt voor iedere z € B,(z) en m € N. O

In Gevolgen 7.2.2 en 7.2.3 hebben we dat Vergelijking (7.2) waar is voor welke kansmaat ;"

dan ook, vanwege de asymptotische stabiliteit. In Stelling 7.2.7, die volgt, zien we een resultaat
waarbij Vergelijking (7.2) niet in het algemeen waar is, maar wel nog steeds waar is voor de
geconstrueerde maten 4;°. We herinneren aan Definitie 6.2.3 voor de notatie U (n) = % Zz;é un
en P(" = 1 ZZ;& P™ voor n € N. We volgen [26] in de volgende definitie.
Definitie 7.2.4 (P-invariantie en ergodiciteit). Zij P een Markov-operator op een topologische
ruimte S. Een Borelverzameling E C S heet P-invariant (Engels: P-invariant) als Po,(E) =1
voor elke z € E. Een Borelkansmaat p € P(S) is ergodisch met betrekking tot P of simpelweg
ergodisch (Engels: ergodic with respect to P of ergodic) als p invariant is onder P en u(E) = 0
of u(E) =1 geldt voor iedere P-invariante Borelverzameling £ C S.
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Lemma 7.2.5. Zij P een Markov-operator op een separabele en volledige metrische ruimte S
die continu s ten opzichte van de metriek die wordt geinduceerd door de Dudleynorm. Voor elke
invariante maat p € P(S) is de drager van p P-invariant.

Bewiys. Zij p € P(S) invariant onder P. Wegens Propositie 6.2.9 is P(supp(p)) P-invariant.
Het volgt dat Pd,(supp(u)) = 1 voor iedere = € supp(u). O

Lemma 7.2.6. Zij S een volledige en separable metrische ruimte en P een reguliere Markov-
operator op S. Schrijf U voor de duale van P. Stel dat u € P(S) een ergodische maat voor P
is. Laat z € S enr >0 en definieer f = 1p (.. Dan is er een meetbare verzameling C C S van

maat (C) =1 zodat P6,(C) =1 en U™ f(z) = (u, f) = w(B,(2)) voor elke x € C.

Bewijs. Dit is Lemma 5.4.6 samen met Corollary 5.4.3, beide uit [26]. Dat eerste resultaat
verwijst naar Proposition 2.4.2 in [10], hoewel de notatie daar anders is. We leggen uit hoe en
waarom we Proposition 2.4.2 uit [10] kunnen gebruiken.

Definieer P : S x B(S) — [0, 1] door
P(z,A) = P6,(A) = (P, 14) = Ul ().

Merk hieruit op dat de afbeelding P(-,A) : § — [0,1] voor vaste A € B(S) gelijk is aan Ul 4 en
daarom meetbaar is. Dus P is een overgangskern. Verder hebben we voor x € S dat

B(x) = /S F(5)Pla, dy) = /S F(9) AP6,(y) = (Pbs. f) = (60, US) = Uf(2).

Ook geldt voor A € B(S):
nP(4) = [ Pla4)duta) = [ ULa@) dua) = s.U1a) = Pu(4) = u(4).

Per definitie van P-invariantie, ]B—invariantiNe en ergodiciteit met betrekking tot P en P zien we
dat pu ook ergodisch is met betrekking tot P. Proposition 2.4.2 uit [10] geeft nu dat
lim U™ f(z) = lim P™f(x) = (u, f)

n—o0 n—oo

voor p-bijna alle x € S. Er volgt dat
B = {x €S UM f(z) = (, f>}

voldoet aan p(B) = 1. Volgens Corollary 5.4.3 uit [26] bestaat er een meetbare verzameling
C C B zodat Pd,(C) = 1 voor iedere z € C en p(C) = 1. O

Stelling 7.2.7. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een reguliere Markov-
operator op S die Markov-Feller is. Laat p € P(S) een ergodische maat met betrekking tot P zijn.
Als P de e-eigenschap heeft in een punt z € supp(u), dan heeft P de e-eigenschap in p-bijna alle
punten van S. Met andere woorden: P heeft de e-eigenschap ofwel in p-bigna alle punten, ofwel
in geen enkel punt van supp(u).

Bewijs. Schrijf U voor de duale van P en neem aan dat er een punt z € supp(u) bestaat zodat
P de e-eigenschap heeft in z. Wegens Lemma 7.2.6 bestaat er voor elke m € N een meetbare
verzameling Cp,, C S van maat u(Cy,) = 1 zodat Pd,(Cp,) = 1 en lim, U(”)]lBl/m(z) (z) =
M(Bl/m(z)) voor alle z € Cy,. Neem C := (-_; Cy,. Merk op dat u(C) = 1. We bewijzen
dat P de e-eigenschap heeft in elk punt van C. Kies hiertoe 2o € C. Zij f € BL(S) en kies
e > 0 willekeurig. Kies m € N zodat sup, oy |U" f(z) — U"f(2)] < /4 voor alle x € B,(z),
waar r = 1/m. Kies a := u(B,(2))/2 > 0 en neem k € N z6 dat 2(1 — @)*|f|le < £/2. Laat
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ni,...,ng €N, O CSenvi ul €P(S)voori=1,...,ken z € O zijn zoals in de constructie
vanuit (k, z, zg, r, ) in Paragraaf 7.1. We kunnen het bewijs van Stelling 7.2.1 volledig nadoen.
We hoeven alleen na te gaan dat aan de aannames van Vergelijkingen (7.1) en (7.2) wordt
voldaan. Omdat zo een element is van Cp,, geldt lim, oo U™1 B.(z)(w0) = p(Br(z)). Dit
omschrijven geeft

lim P™¢,, (B, (2)) = u(B.(2)) > a.

n—o0

Dit bewijst dat er een n; € N bestaat zodat P"'0,,(B,(z)) > a.
We bewijzen met inductie dat p;°(Cp) = 1 en dat Vergelijking (7.2) waar is voor [ =
1,...,k —1. Voor alle kansmaten v € P(S) met v(Cp,) = 1 geldt dat

Pu(C) = (Ul ) = /C (60, Ule, ) / PO, (Co)dv(z) = 1. (7.3)

Hieruit zien we met herhaaldelijk toepassen: P™§,,(Cy,) = 1. Dus

1 1
(P02 (Cm) — a”ico(cm)) >

11 (Cm) = (1—a)=1.

1—«a 11—«

Nu rekenen we uit, waar we het lemma van Fatou in de vierde stap en een eigenschap van C,,
in de vijfde stap gebruiken:

lim inf P 0 (B(2)) = lim inf {7, U™ 15, ) )

n—oo n—oo

:hminf/ <5x,U(”)]lBr(z)>deo(ﬂf)
Cm

n—o0

= lim inf / P™6, (B, (2)) dpi (x)

n—o0

> / lim inf P™ 6, (B, (2)) dui®(z)
C,

n—oo

:/C (B (2)) dui (z) = p(B,(2))
> Q.

In het bijzonder is er dus een ny € N zodat P"2ui°(B,(z)) > a. Stel nu voor een zekere [ €
{1,...,k — 2} dat 1j°(Ci,) = 1 en dat Vergelijking (7.2) waar is. Wegens Vergelijking (7.3)
hebben we P™+17°(Cyp,) = 1. Dus 7, (Crn) = 1. Op dezelfde manier als boven kunnen we nu
uitrekenen dat

lim inf P(”)Mf_ﬂl(Br(z)) > .

Er moet dus een ny42 € N bestaan met P™+21)"0, (B,(2)) > a. O

Stelling 7.2.8. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een reguliere Markov-
operator op S die Markov-Feller is. Laat p € P(S) een invariante maat zijn en schrijf U voor de
duale van P. Veronderstel dat er een P-invariante verzameling C bestaat zodanig dat (P(n)dm)neN
zwak convergeert naar p voor elke x € C. Neem verder aan dat er voor iedere f € BL(S) en
e >0 een punt z € supp(u) en een open omgeving O van z bestaan zodat U™ f(x) —U"f(2)| < e
geldt voor allen € N en x € O. Dan heeft P de e-eigenschap in alle punten van C.

Bewijs. Het bewijs lijkt sterk op dat van Stelling 7.2.7. Laat g € C. Zij f € BL(S) en kies
¢ > 0 willekeurig. Kies een z € supp(u) zodanig dat er een r > 0 bestaat met sup,,cy |U™ f(2) —

U"f(z)] < e/4 voor alle x € B,(z). Kies a := pu(B,(2))/2 > 0 en neem k € N z6 dat 2(1 —
@) flleo < /2. Laat n1,...,n; € N, O C S en viui € P(S) voor i = 1,...,k en x €
O zijn zoals in de constructie vanuit (k, z,xg,7, ) in Paragraaf 7.1. We kunnen het bewijs
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van Stelling 7.2.1 volledig nadoen. We hoeven alleen na te gaan dat aan de aannames van
Vergelijkingen (7.1) en (7.2) wordt voldaan. Per aanname geldt dat P(™§,, — p zwak, zodat
lim inf,, oo P64, (B(2)) > u(B,(2)) > a vanwege de portmanteaustelling. Dit bewijst dat er
een n; € N bestaat zodat P"0,,(B(z)) > a.

We bewijzen met inductie dat 1;°(C) = 1 en dat Vergelijking (7.2) waar is voor [ = 1,...,k—
1. Merk op: P™6,,(C) = 1. Er volgt dat xi°(C) = 1. Nu rekenen we uit, waar we het lemma
van Fatou in de tweede stap en de pormanteaustelling in de derde stap gebruiken:

lim inf P i{° (B, () = lim in / PM6,(B,(2)) dpf ()
C

n—oo n—o0

n—oo

> / liminf P, (B, (2)) du® (z)
C

> / (B (2)) dpd () = (B (2))
C
> Q.

In het bijzonder is er dus een ny € N zodat P"2ui°(B;(z)) > a. Stel nu voor een zekere [ €
{1,...,k —2} dat 1;°(C) = 1 en dat Vergelijking (7.2) waar is. Er geldt dat P™+1 1/ (C) = 1,
zodat 117, (C') = 1. Net als boven kunnen we nu uitrekenen dat lim inf,, P(”)uf_ﬁl (Br(2)) > a.
Er moet dus een ny;9 € N bestaan met P™+21"0, (B,(2)) > a. O

Opmerking 7.2.9. Een niet-lege P-invariante verzameling C' als in Stelling 7.2.8 moet noodza-
kelijkerwijs voldoen aan ,u(é) = 1, ofwel supp(u) € C. De portmanteaustelling geeft namelijk
voor z € C' dat
u(a) > lim sup P, (5) =1.
n—oo

Gevolg 7.2.10. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een reguliere Markov-
operator op S die Markov-Feller is. Laat p € P(S) een invariante maat zijn. Veronderstel dat er
een P-invariante verzameling C' bestaat zodanig dat (P<")5a,)n€N zwak convergeert naar | voor
elke v € C. Als P de e-eigenschap heeft in een punt z € supp(u), dan heeft P de e-eigenschap
in alle punten van C.

Nemen we in Gevolg 7.2.10 specifieke P-invariante verzamelingen C', dan krijgen we de vol-
gende resultaten.

Gevolg 7.2.11. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een reguliere Markov-
operator op S die Markov-Feller is. Veronderstel het bestaan van een invariante maat p € P(S)
zodat (P(")éx)neN zwak convergeert naar p voor elke x € S. Als P de e-eigenschap heeft in een
punt z € supp(p), dan heeft P de e-eigenschap.

Opmerking 7.2.12. Dit is een veralgemenisering van Gevolg 7.2.2.

Gevolg 7.2.13. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een reguliere Markov-
operator op S die Markov-Feller is. Laat u € P(S) een invariante maat zijn. Veronderstel dat
(P(”)éz)nEN zwak convergeert naar p voor elke x € supp(u). Als P de e-eigenschap heeft in een
punt z € supp(u), dan heeft P de e-eigenschap in alle punten van supp(u). Met andere woorden:
P heeft de e-eigenschap ofwel in geen enkel punt van supp(u), ofwel in elk punt van supp(u).

Bewijs. Dit is een direct gevolg van Gevolg 7.2.10 en Lemma 7.2.5. O

Gevolg 7.2.14. Zij S een volledige en separabele metrische ruimte en P een reguliere Markov-
operator op S. Laat u € P(S) een ergodische maat zijn. Veronderstel dat P de Cesaro-e-
eigenschap heeft. Als P de e-eigenschap heeft in een punt z € supp(u), dan heeft P de e-
eigenschap in alle punten van supp(p). Met andere woorden: P heeft de e-eigenschap ofwel in
geen enkel punt van supp(u), ofwel in elk punt van supp(u).
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0 1/2 1

(a) De grafiek van f. (b) Het beeld (in rood) onder T van het
lijnstuk {re7/4:0 <r <1} (in blauw).

Figuur 7.1: Visualisatie van de afbeeldingen f en T uit Voorbeeld 7.2.17.

Bewijs. Corollary 7.3.5 en Proposition 7.3.11 uit [26] geven samen dat lim,, ., P4, = pu zwak
voor iedere x € supp(u). Pas nu Gevolg 7.2.13 toe. O

Opmerking 7.2.15. Vergelijk Gevolg 7.2.14 met Stelling 7.2.7. Als we de Cesaro-e-eigenschap
aannemen in plaats van het zwakkere Feller zijn, krijgen we de e-eigenschap in elk punt van de
drager in plaats van in bijna alle punten.

Opmerking 7.2.16. Er zijn ook versies van de e-eigenschap en de e-eigenschap in een punt waar
BL(S) wordt vervangen door Cy(S). Met die definities zijn alle resultaten boven nog waar, met
dezelfde bewijzen.

Voorbeeld 7.2.17. Zij S = {z € C : |z| < 1} de gesloten eenheidsschijf in het complexe vlak.
Definieer f : [0,1] — R door
1 alsr<i:

2r alsr > %

Beschouw verder de Markov-operator P = T, op S, waar de continue afbeelding 7" : S — S

gegeven wordt door
T(z)=z- el (12

Zie Figuur 7.1. Dan is P regulier en Markov-Feller. Laat A, voor 0 < r < 1 de z6 geschaalde
Lebesguemaat op S, := {z € S : |z| = r} zijn dat A\, een kansmaat is. Voor 0 < r < 1/2 is A,
invariant onder P. Immers, voor 0 <r < 1/2 en E € B(S) geldt er:

PA(E) = M (T7HE) = M(THENS,) + A (T HENSE)) = A(ENS,) +0 = A\ (E).

Zij r € [0,1/2]. We bewijzen dat A, ergodisch is. De redenatie volgt Proposition 4.11 uit
[9] en gebruikt Fourierreeksen. Laat E C S een P-invariante Borelverzameling zijn. Omdat E
P-invariant is, hebben we dat
5T(:v)(E) = P(Sx(E) =1,

ofwel T'(x) € E, voor iedere x € E. Dus voor iedere x € EN S, geldt T'(x) € ENS,. Er volgt
voor iedere x € £ NS, dat

(]IEF‘IST OT)(%’) =1= ]lEﬁST(x)~
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Dus 1gns, o1 > 1gns,. Derhalve:

0< (A, |1gns, oT — 1gns,|) = (A, 1ens, o T) — (A, LEns,) = (PAr, Lens,) — (A, LEns,.)
0.

Hieruit zien we dat 1png, o T = 1gng, A-bijna overal. Als we 1gpng, opvatten als functie van
S, naar R, dan zien we dat er getallen a,, € C voor n € Z bestaan zodat

o
1gns, (2) = Z anz"

n=—oo

geldt voor A,-bijna alle z € S,. Gebruiken dat 1gng, o T = 1gns, A.-bijna overal geeft voor
Ar-bijna alle z € S,.:

o

Z anz" = Z an(T(2))" = Z ane™ 2",

n=—0o0 n=—0o0 n=—oo

Dus a, = a,e™ voor iedere n € Z. Er volgt dat a, = 0 voor n # 0, en daar volgt weer uit dat
1gns, (2) = ag voor A\-bijna alle z € S,.. Dus \.(ENS,) € {0,1} en \.(F) € {0,1}. Dit bewijst
dat A, ergodisch is.

In overeenstemming met Stelling 7.2.7 doen we de volgende waarnemingen.

e Stel dat 0 <r < 1/2. Als z € S, dan heeft P de e-eigenschap in z, want voor f € BL(S)
geldt:
lim sup [(f o T)(x) — (f o T")()| < lim sup /], - [T" (&) — T"(2)|
T—z neN T—z neN

= lim sup | f|1, - |ze'™ — ze'"|
T—rz neN

=0.

Stelling 7.2.7 geeft dat P de e-eigenschap heeft in A.-bijna alle punten. Dat klopt inderdaad,
aangezien we met bovenstaand argument inzien dat P de e-eigenschap heeft in ieder punt
van S,.

e Alsr=1/2en z=1/26" € S,, dan heeft P niet de e-eigenschap in z. Bekijk namelijk de
rij (zm)men, met x,, = z- (14 1/m) voor m € N. Dan geldt

sup|T™ () — T™(2)| = sup|1/2(1 + 1/m)el@+AFL/mn) _ 1 /96i(0+n)

neN neN

> Sup} QO+ /mn) _ io4m)| _ 1

neN 2m
1

=sup = |e'm —1‘ - —
neN 2m
1 1

~— 2 2m

voor alle m € N, hoewel lim,, o T,, = 2. De Markov-operator P heeft dus in geen enkel
punt van supp ()\1/2) = 5} /5 de e-eigenschap. In dit geval geeft Stelling 7.2.7 niet dat P de
e-eigenschap heeft in Ay /o-bijna alle punten, wat ook inderdaad niet waar is.

Voor 1/2 < r < 11is A, ergodisch dan en slechts dan als 7 /r irrationaal is, en heeft P in geen enkel
punt van S, de e-eigenschap. Het voorbeeld gaat er echter om dat we zien dat beide situaties
van Stelling 7.2.7 tegelijkertijd voor kunnen komen, dus we zullen dit niet bewijzen.
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Zoals we in het begin van dit hoofdstuk al zeiden, is het soms moeilijk om te bepalen wat de
onder een Markov-operator invariante maten precies zijn en is het dus al helemaal moeilijk om
equicontinuiteit erin aan te tonen. De volgende proposities zijn daarom nuttig.

Propositie 7.2.18. Zij P : M™T(S) — M™T(S) een reguliere, asymptotisch stabiele Markov-
operator op een separabele en volledige metrische ruimte S. Veronderstel dat P Markov-Feller is.
Schrijf u* € P(S) wvoor de unieke invariante kansmaat en U voor de duale van P. Geef M™(S)
de metriek die afkomt van de Dudleynorm. Dan zijn equivalent:

1. P heeft de e-cigenschap;

2. {P" :n € N} is equicontinu op M*(S);

3. {P" :n € N} is equicontinu in p*;

4. P heeft de e-eigenschap in een punt z € supp(u*);

5. {P"™:n € N} is equicontinu in 6, voor een punt z € supp(u*).

Bewijs. Punt 1. en 2. zijn equivalent wegens Theorem 4.1 in [14] en punt 2. en 3. zijn equivalent
door Propositie 7.0.1. Gevolg 7.2.2 geeft dat punt 1. en punt 4. equivalent zijn. Dit bewijst dat
de eerste vier punten equivalent zijn. De implicatie 2. = 5. is triviaal. Neem als laatste aan
dat er een punt z € supp(u*) bestaat zodat {P" : n € N} equicontinu is in d,. We rekenen uit
voor f € BL(S):

lim sup |U™ f (&) — U™ £(2)| = lim sup | (P"3,. f) — (P"5., f)|

T—z neN T—z neN

< lim sup || P"6, — P"0. |5 - || flIBL

T—z neN

=0.

Dus {U"f : n € N} is equicontinu in z voor elke f € BL(S). We concluderen dat P de e-
eigenschap heeft in z. O

Het volgende, en laatste, resultaat verbindt Hoofdstuk 6, in het bijzonder Subparagraaf 6.2.2,
met de hier bewezen resultaten. Het geeft aan dat in Stelling 6.0.3, waar M = P(S) en waar
p afkomt van de Dudleynorm, de aanname dat {P" : n € N} equicontinu is op de insnoerende
verzameling K vervangen kan worden door een andere uitspraak, wanneer we aannemen dat P
regulier en Markov-Feller is en dat P een unieke invariante kansmaat heeft.

Propositie 7.2.19. Stel dat S een separabele en volledige metrische ruimte is en zij P een
requliere Markov-operator op S die Markov-Feller is. Geef M1 (S) de metriek die afkomt van de
Dudleynorm. Veronderstel het bestaan van een unieke invariante kansmaat p* € P(S). Neem
verder aan dat er een compacte insnoerende verzameling K C P(S) voor de beperking P|p(g)
P(S) = P(S) bestaat. Dan zijn equivalent:

1. Er geldt lim,_,oo P, = u* wvoor alle x € S en P heeft de e-eigenschap in een punt
% € supp(u”);

2. De familie {P" : n € N} is equicontinu op M™T(S).

Bewijs. Neem punt 1. aan. Dan heeft P de e-eigenschap wegens Gevolg 7.2.11. Uit Theorem 4.1
in [14] vinden we dat {P" : n € N} equicontinu is op M™(S).

Neem nu punt 2. aan. Vanwege Theorem 4.1 uit [14] heeft P de e-eigenschap. In het bijzonder
heeft P dus de e-cigenschap in een punt z € supp(u*) # @. Merk op dat P voldoet aan de
voorwaarden voor Stelling 6.0.3, waar M = P(S) en waar p afkomt van || - ||§;,. Uit Propositie
6.2.4 krijgen we dat lim, p§, = w* voor alle x € S. O
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